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INTRODUCERE 


În geometria analitică se studiază proprietăţile anumitor curba (drepte 
şi conice) şi suprafeţe (plane și cuadrice), cu ajutorul calculului algebric. 

Asociind fiecărui punct din plan sau din spaţiu un sistem ordonat de 
două — respectiv trei — numere, coordonatele punctului, care-i fixează 
poziţia faţă de un sistem de referinţă dat, rezultă că unei figuri (curbă sau 
suprafaţă) îi corespunde o anumită reprezentare analitică, astfel încît pro- 
prietăţile figurii corespund proprietăţilor reprezentării analitice respective. 

Sînt însă unele proprietăţi ale curbelor sau suprafeţelor, pentru studiul 
cărora mijloacele pe care ni le pune la dispoziţie algebra sînt insuficiente 
şi de aceea trebuie să ne adresăm analizei matematice, în special calcu- 
lului diferenţial. 

Studiul proprietăţilor curbelor și suprafeţelor, precum şi a altor enti- 
tăți geometrice, cu ajutorul analizei aie ia constituie obiectul geome- 
triei diferenţiale. 

Începuturile geometriei diferenţiale se împletesc cu începuturile ana- 
lizei matematice. 

n a doua jumătate a secolului al XVII-lea și în prima jumătate a seco- 
lului al XVIII-lea a fost elaborată teoria curbelor plane. Studiul suprafețe- 
lor a fost întreprins abia în a doua jumătate a secolului al XVIII-lea. Euler 
a studiat curburile sezţiunilor normale ale suprafeţelor, proprietăţile supra- 
fețelor desfășurabile și unele proprietăţi ale curbelor în spaţiu. Prima carte 
de geometrie diferenţială, „Application de l'Analyse à la geometrie“, 
a fost publicată în 1795 de Monge, creatorul şcolii franceze de geometrie di- 
ferenţială. 

Un moment deosebit de important în dezvoltarea geometriei diferen- 
iale îl constituie apariţia, în 1827, a memoriului lui Gauss ,„Disquisitiones 
generales circa superficies curvas“. Gauss a utilizat sistematic coordonatele 
curbilinii, a introdus primele două forme pătratice ale unei suprafeţe, a 
definit curbura totală a suprafeţei cu ajutorul. reprezentării sferice și a 
studiat liniile geodezice. Punctul de plecare al cercetărilor de geometrie 
diferenţială ale lui Gauss l-a constituit activitatea lui practică în domeniul 

„geodeziei. 

Crearea primei geometrii neeuclidiene, de către Lobacevski, și intro- 
ducerea — de către Riemann (în 1854)! —a spaţiilor ce-i poartă numele, 
au contribuit considerabil la lărgirea domeniului geometriei diferenţiale. 
Introducerea — de către Klein —a punctului de vedere grupal, în 
studiul geometriei, a dus la clasificarea proprietăţilor geometrice în proprie- 


1 În disertaţia „Uber die Hypothesen welche der Geometrie zugrunde liegen“. 
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tăți care sînt invariante față de grupul transformărilor ortogonale, grupul 
transformărilor afine, proiective sau conforme, aceste proprietăţi constituind, 
respectiv, geometria euclidiană, afină, proiectivă sau conformă. 

În ţara noastră, prima lucrare de geometrie diferenţială aparţine lui 
Em. Bacaloglu, care a considerat (în 1859) o altă curbură a unei suprafețe, 
în afara curburii totale și curburii medii. Însă primul geometru romîn, 
ale cărui lucrări de geometrie diferențială (din domeniul geometriei diferen- 
iale proiective şi afine) s-au impus atenţiei matematicienilor din lumea 
întreagă, a fost G. Tiţeica (1873—1939). În unele din lucrările sale, Țiţeica 
a introdus și studiat o clasă de curbe și o clasă de suprafeţe care au fost 
ulterior numite curbe şi suprafeţe Țiţeica. 

- Ideile lui Țiţeica au determinat apariţia unei serii de lucrări importante 
de geometrie diferenţială proiectivă și afină a curbelor și suprafeţelor, 
datorite mai ales acad. Al. Myller și acad. O. Mayer. 

Un alt geometru romiîn, cercetător de seamă în domeniul geometriei 
diferenţiale proiective, a fost Al. Pantazi (1896—1948), format în școala 
geometrului francez Elie Cartan. În unele din cercetările sale, Pantazi s-a 
inspirat din lucrările matematicianului sovietic S. Finikov. 

Un loc proeminent între geometrii romini are acad. G. Vrânceanu. 
Creator al teoriei spaţiilor neolonome și al unei teorii unitare relativiste, 
acad. G. Vrănceanu aduce contribuţii importante în aproape toate ra- 
murile geometriei diferenţiale moderne. 

n cartea de faţă se studiază geometria euclidiană a curbelor și supra- 
feţelor din spaţiul cu trei dimensiuni (în particular, geometria euclidiană 
a curbelor plane), deci acele proprietăţi ale curbelor și suprafeţelor, precum 
și acele mărimi ce li se pot asocia, care sînt invariante faţă de grupul de 
transformări ortogonale, precum și în raport cu transformările de parametri. 

În penultimul paragrai am dat unele din proprietăţile suprafeţelor 
Țiţeica, iar în ultimul proprietăţile fundamentale ale suprafeţelor neolo- 
nome din spaţiul euclidian cu trei dimensiuni. 


CAPITOLUL I 
| PROPRIETĂȚI ELEMENTARE ALE CURBELOR ȘI SUPRAFEŢELOR 


Începem studiul proprietăților curbelor și suprafețelor din spaţiul eucli- 
dian cu trei dimensiuni, definind, în primul rînd, noţiunile de curbă și 
suprafaţă. Vom utiliza, în acest scop, unele noţiuni din teoria mulțimilor. 
Vom defini apoi tangenta și planul tangent și vom studia cele mai simple 


proprietăţi ale curbelor și suprafeţelor legate de noţiunile de tangentă și 
plan tangent. 


$ 1. Citeva proprietăți elementare ale curbelor 


1. Arc simplu. Curbă reprezentată parametric. Punct regulat, arc regulat. 
Punct singular. Pentru a defini noţiunea de curbă, plecăm de la noţiunea 
de mulțime! şi de la aceea de corespondenţă între elementele a două mul- 
ţimi din spaţiul euclidian. 

A stabili o corespondenţă întie elementele a două mulţimii M și M', 
înseamnă a asocia în perechi — după o anumită lege — elementele celor 
două mulțimi, astfel încît fiecărei perechi să-i aparţină cîte un element din 
fiecare mulțime. Corespondenţa între elementele celor două mulțimi este 
biunivocă, dacă fiecare element aparţine unei singure perechi (altfel spus, 
dacă unui element al mulțimii M îi corespunde un singur element al 
mulţimii MÆ’, şi invers). 

Dacă între elementele a două mulţimi se poate stabili o corespondenţă 
biunivocă, spunem că cele două mulțimi sînt echivalente. 

Corespondenţa între două mulțimi de puncte M și M’ este bicontinuă, 
dacă, P și P’ fiind două puncte corespondente oarecare ale celor două mul- 
timi, iar P,, Po,- Pas- un şir de puncte aparţinînd mulţimii ML, care 
tinde către P, şirul de puncte corespondente Pi, Pas: Phs., aparţinînd 
mulţimii M’, tinde către P’, și invers?. 

Sau, într-o exprimare mai comodă: corespondența între două mulţimi 
de puncte A și M’ este bicontinuă, dacă, la două puncte oarecare apropiate, 
ale mulţimii /, corespund două puncte apropiate ale mulţimii M’, şi invers. 


O mulţime de puncte în corespondenţă biunivocă şi bicontinuă cu un segment 
de dreaptă se numeşte arc simplu. 


1 Noţiunea de mulţime este considerată ca o noţiune primordială, care nu mai 
poate fi definită cu ajutorul altor noţiuni, ca şi noţiunile de punct, dreaptă, plan. 


2 Un şir de puncte P,, P,,..., Pan... tinde către punctul P, dacă şirul distanțelor 
P,P, PAP,..., PnP,... tinde către zero. 


6. Geometrie; diferențială 
"Punctele ärcūlui simplu, corespunzătoare extremităților segmentului, 
se numesc estremitățile arcului. 
O mulţime de puncte în corespondenţă biunivocă şi bicontinuă cu un cere 
se numeşte curbă simplă închisă. 


Fie un arc simplu M,M, (fig. 1), ale cărui extremităţi sînt punctele 
M, şi M}, în corespondenţă biunivocă și bicontinuă cu un segment A, Aş. 
Considerînd, dreapta-suport a lui A,A ca o axă, fie t abscisa punctului 
curent al acestei axe şi t, și tą abscisele extremităților A, și A 

Punctele segmentului A,A fiind în 
corespondenţă biunivocă şi bicontinuă cu 
valorile lui t care aparţin intervalului 
[t ta] (abscisele punctelor segmentului) 1, 
înseamnă că punctele arcului MM, sînt 
de asemenea în corespodenţă biunivocă și 
bicontinuă cu aceste valori. 

Fie M un punct oarecare al arcului 


F = OM al lui M, cu originea în originea O 
a unui sistem de axe perpendiculare? și 
cu extremitatea în M. 

Punînd în corespondenţă fiecare punct al arcului cu propriul său vector 
de poziţie, rezultă o corespondenţă biunivocă și bicontinuă între vectorii 
de poziţie ai punctelor arcului MM, și valorile lui t care aparţin interva- 


lului [fa t2]. 
Prin urmare, pectorul F este tin biunivocă şi continuă de t: 


= F(t). (1) 

Funcţia vectorială F(t) SE biunivocă, pentru două valori oarecare 
t' + t" ale parametrului t avem E 
F(t’) Æ PU”). | is | (2) 

Spunem că (1), unde t variază de la î, la tọ, este ecuaţia vectorială a 
arcului simplu M,M,. 

Invers, să presupunem că este dată o ecuaţie de forma (1), funcția 
vectorială F(t) fiind definită într-un interval [î., t2], în care este biuni- 
vocă şi continuă. În virtutea condiţiilor impuse, mulțimea extremităților 
tuturor vectorilor cu originile în O, obţinuţi atribuind lui t — în F(t) — 


Fig. 1 


1 Unei abscise t’, aparţinînd intervalului [î,, łą], îi corespunde un singur punct A” 
al segmentului, şi invers. De asemenea, la două abscise apropiate t’, t”, aparținînd inter- 
valului (î,, î2), corespund două puncte apropiate A’, A” ale segmentului, şi invers. 

Printr-un interval deschis (a, b) se înţelege mulţimea numerelor cuprinse între a şi b. 
Un interval închis [a, b] este mulţimea numerelor cuprinse între a şi b, inclusiv a şi b. 

2 În cele ce urmează, vom considera de regulă numai axe perpendiculare, triedrul 
de coordonate fiind orientat direct (sinistrorsum). 

3 Admitem cunoscute noţiunea de vector, operaţiile algebrice ale vectorilor (dunaren, 
scăderea, înmulțirea unui vector cu un scalar, înmulțirea scalară şi vectorială a doi vec- 
tori), noțiunea de produs mixt a trei vectori, precum și unele elemente de. analiză vecto- 
rială, relative la vectorii funcţii de una sau mai multe variabile: suite, continuitate; 
derivată, diferențială, reguli de derivare, formula lui Taylor. 


M,M,. Putem considera vectorul de poziţie 
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toate valorile care aparţin intervalului [î,, tz], constituie un arc simplu, 
reprezentat de ecuaţia (1). 

Dacă funcţia F(t) este definită în unul sau mai multe intervale dis- 
junctei în care este biunivocă și continuă, reuniunea? tuturor arcelor 
simple corespunzătoare constituie curba reprezentată de ecuaţia (1). 

Reuniunea tuturor intervalelor (disjuncte) în care funcția F(t) este 
biunivocă şi continuă constituie domeniul de existenţă (sau de definiție) 
al curbei. 

Dacă, în afara biunivocităţii și continuității, impunem funcţiei F(t) 
condiţia să aibă derivată continuă, arcul simplu sau curba — reprezen- 
tate de ecuaţia (1) — se numesc respectiv arc simplu derivabil sau curbă 
derivabilă. 

Geometria diferenţială studiază proprietăţile curbelor derivabile. 

Pentru scurtarea exprimării vom spune arc simplu şi curbă, în loc de 
arc simplu derivabil şi curbă derivabilă. 

. După cum vom vedea, în problemele de geometrie diferenţială a 
curbelor — cu excepţia problemei tangentei — intră în consideraţie deri- 
vate de ordin superior ale funcţiei F(t). 


Vom presupune, în cele ce urmează, că funcţia F(t) posedă derivate con- 
tinue de toate ordinele care vor interveni în consideraţiile noastre. În aceeaşi 


ipoteză ne vom situa şi în ceea ce privește funcţiile care apar în alte re-. 


“prezentări analitice ale" curbelor. 


Fie o curbă C reprezentată de o ecuaţie de forma (1). 
Punctele curbei C, corespunzătoare valorilor lui t pentru care deri- 
vata F'(î) este diferită de zero: 
70) Æ 0, 


se numesc puncte regulate (sau ordinare) ale curbei C, iar punctele pentru 
care avem 
F'(t)=0 


se numesc puncte singulare ale curbei. 

În virtutea continuității derivatei 7'(t), dacă un punct M este regulat, 
există un arc simplu al curbei căruia-i aparține M, constituit din puncte 
regulate. 

Un arc simplu al curbei C, constituit din puncte regulate; se numeşte 
arc regulat al curbei. 

Se poate întîmpla ca, printr-un punct M, al curbei C,- să treacă p arce 
regulate ale curbei. Aceasta are loc dacă, pentru p (şi numai poat p) 
valori distincte tı, ta;...;tp ale parametrului t, avem 


P(t) = F(t) = .. = F(t), 
P'(4) 220, (i = 1, 2ye pi 


Spunem că M, este punct multiplu regulat de ordinul p al curbei. l 
Dacă p = 2, M, este punct dublu, dacă p = 3, Mı este punct triplu etc. 


L Despre două mulţimi se spune că sînt disjuncte, dacă nu au nici un element comun. 
3 Reuniunea (suma) mai multor mulţimi date este mulţimea n acuta clemente 
aparțin cel puțin uneia din mulțimile date. l . 
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Întocmai ca punctele multiple regulate, și punctele singulare se .cla- 
sifică după ordinul lor. 

Dacă Mo este un punct singular al curbei C, corespunzător valorii ta 
a parametrului t, ceea ce înseamnă că avem ; 

F (to) == 0, = 

spunem că Mo este punct singular de ordinul p al curbei, dacă, pentru 
t = 'to, se anulează toate derivatele vectorului F(t), pînă la derivata de ordi- 
nul p — 1 inclusiv, fără să se anuleze derivata de ordinul p, deci dacă avem; 


F’ (to) = F” (to) = ... = FE (to) = 0, 
PO) Æ. 


Este posibil ca un punct al unei curbe să fie în același timp punct. 
multiplu regulat de un ordin p și punct singular de un ordin q. 

Este, de asemenea posibil, cum vom vedea mai tîrziu, ca o curbă să 
aibă puncte care să fie singulare într-o anumită reprezentare parametrică a 
curbei și regulate î în altă reprezentare parametrică. Despre astfel depuncte: 
spunem că sînt puncte singulare aparente ale curbei. 


Fie f(t), g(t), h(t) componentele — pe axele de coordonate — ale funcţiei 
vectoriale F(t). Indicînd prin î, J, k versorii axelor de coordonate Oz, Oy, 
Oz (vectorii-unitate ai axelor), ecuaţia (1) se scrie dezvoltat 


F = foi + glt)j + hlt) k. a} 


Funcțiile scalare f(t), g(t), h(t) sînt derivabile în aceleași intervale 
ca și F(t). 

Indicînd prin z, y, z componentele vectorului de poziţie F al punctului 
curent M al curbei C, rezultă că ecuaţia (1) este echivalentă cu ecuațiile 


z = f(t), y = g(t), z = h(t), í (3) 


care se numesc ecuaţiile parametrice ale curbeil, parametrul fiind t. 

Dacă toate punctele unei curbe sînt situate în același plan, curba 
poartă numele de curbă plană, în caz contrar se numește curbă în spațiu 
(sau curbă sirimbă). 

În cazul cînd o curbă este plană, coordonatele punctului curent (con- 
ponentele vectorului de poziție al punctului curent) al curbei, date de (3), 
verifică (identic) ecuaţia planului în care este situată curba. 

De exemplu curba reprezentată de ecuaţiile 


42 + 2t ee t+i pia 14 
2—3042) 2—3t4+ 2) 2 — 3t + 2 


este plană, fiind situată (cum se verifică ușor) în planul reprezentat de 
ecuația 


L == 


z— 5y + 73z—1=0. 


1 Ecuația vectorială este ecuația parametrică a curbei. 
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- Dacă o curbă este plană și alegem sistemul de axe'astfel încît planul 
curbei să fie planul xOy, avem k(t) = 0, încît ecuaţiile curbei sînt de forma 


x = f(t), y = g(t), z = 0, 

ceea ce scriem mai scurt (omițînd a treia ecuație) 
z = f(t); y = g(t). (4) 
În sfîrşit, dacă în ecuaţiile (3) şi (4) parametrul este chiar una din 


coordonate, de exemplu z, ecuaţiile curbei sînt respectiv de forma explicită . 


y = glx), z = h(x) 


ih 
„mis 


a... y = g(x). 


O curbă reprezentată parametric se numeşte curbă analitică, dacă 
coordonatele punctului curent sînt analitice, adică se pot dezvolta în serii 
Taylor cu interval de convergență nenul, în vecinătatea! fiecărei valori to 
` aparținînd domeniului de existenţă al curbei. Curbele care se întîlnesc 
' frecvent în aplicaţii sînt analitice. 


Aplicaţie. Se consideră curba de ecuaţii parametrice 
_ ai — t?) - _ at(1 — 22) 
~ ape? Saga 
mumită strofoidă?. 
Să se arate că această curbă are un punct multiplu regulat de ordinul 
al doilea, însă nu are nici un punct singular. 


Pentru determinarea punctelor multiple, trebuie să rezolvăm sistemul 
a(t — tî) _ a(1 — 2) 


1+8 1+8 
ata(1—t3) _ ata(1— t3) 
1+ 1+4 


urmînd să reținem soluțiile constituite din valori distincte pentru t, și tz. 
Eliminînd numitorii, prima ecuație se scrie 


t = t, 


ïar aceasta se descompune în ecuațiile 


t = ta, h = — i. 
Prima însă trebuie exclusă. Înlocuind în a doua ecuație a sistemului 
de mai sus pe tı prin — to, obţinem 
ta = + 4, 


1 O vecinătate a valorii to este un interval (fo —%, to + n), 9 > 0. 

3 Definiția strofoidei este următoarea: Pe o dreaptă variabilă prin punctul fix 
A(a, 0), de pe axa Oz, se consideră punctele P şi Q de o parte şi de alta a punctului M 
în care dreapta taie axa Oy, astfel că PM=QM= OM. Locul goemetric al punctelor P şi 
Q se numeşte strofoidă. 
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astfel încît putem. lua 


Înlocuind în ecuaţiile parametrice ale strofoidei pe t prin —1 sau +1, 
obţinem 
z=y=0. 


Așadar strofoida are un punct multiplu regulat, şi anume un punct 
dublu: originea sistemului de coordonate. | 3 | 
Calculînd derivatele de primul ordin ale coordonatelor punctulu: 
curent al curbei, găsim că z' se anulează pentru t = 0, iar y’ pentru 


t = + —2+ V5. Deoarece z' şi y’ nu au ră- 
dăcini comune, strofoida nu are puncte singulare. | 


2. Elicea circulară. Elicea circulară este curba 
în spațiu descrisă de un punct pe un cilindru. de 
rotație, astfel că deplasarea punctului în lungul axei 
cilindrului este proporțională curotaţia în jurul azei. 

Dacă alegem ca axă Oz axa de rotaţie a 
cilindrului, iar punctul A (fig. 2) — în care 
semiaxa Oz înţeapă cilindrul — aparţine elicei, 

- și dacă'a este raza cercului de secțiune dreaptă 
a cilindrului, t unghiul de rotaţie, iar b constanta 
de proporţionalitate între deplasarea în lungul 
generatoarei și rotația în lungul axei cilindrului, 
găsim uşor că elicea are ecuaţiile parametrice 


z = a cos t, y = a sìn t, z = bt, 


Fig. 2 deci ecuația vectorială 
F = a costi + asint] + btk. 


Elicea este o curbă 'care se înfâșoară de o infinitate de ori pe cilindru- 
Distanţa între două puncte consecutive ale elicei, situate pe aceeași gene- 
ratoare, este constantă și se numește pasul elicei. Dacă M'şi M’ sînt 
două astfel de puncte, corespunzătoare valorilor t și t+ 2x ale unghi- 
ului de rotaţie, iar N punctul în care generatoarea MM' întîlneşte 


“planul z = 0, avem 


MM' = NM' — NM = zw — zu = b(t 4- 2n) — bt = 2mb = const. 


Pasul elicei este 2rb. 
Să observăm că, dacă o este lungimea arcului AN al cercului de 
bază (din planul z = 0) al cilindrului, avem 
o= at, t= E 
` i 4 a r 
Aşadar, deplasarea — în lungul axei cilindrului — este proporţio- 
nală cu lungimea arcului descris de N pe cercul de bază. l 
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"3, Tangentă. N ormală, A normal. Se numește tangentă, într-un 
punct aparţinînd unui arc simplu (derivabil) al unei curbe, poziţia limită a 
dreptei de terminate de punctul considerat și un alt punct al arcului, ` cînd 
acest punct tinde către primul. 


Un arc simplu al unei curbe are în fiecare punct regulat o tangentă bine 
determinată. 

În adevăr, fie curba C, reprezentată de ecuaţia 

i F = F(t), 
Me un punct regulat (aparținînd unui arc simplu al curbei), corespunzător 
valorii tọ a-.parametrului, și M alt punct al curbei (aparținînd aceluiași arc 
simplu ca şi Mọ), corespunzător valorii t (fig. 3). 

Avem 


OM, = F(t), OM = F(t), 
M,M = OM — OM, = F(t) — F(to), 
MoM — F(t)}—F{to) 
t—to t— t 
P(t) — 7(to) 
— to 
MM, deci are direcţia dreptei MM. 
Punctul Mg fiind—prin ipoteză—regulat, cînd 


Așadar, vectorul este coliniar cu 


M —> Mg, deci cînd t— tọ, vectorul Aa ml 
— “o 


areo limită bine determinată, diferită de zero, va- 
loarea F'(tọ) a derivatei vectorului F(t), pentru t = to. 

Înseamnă că secanta MM -are de asemenea o limită bine determi- 
nată, atunci cînd M tinde către Mo, anume dreapta prin Mọ a cărei direc- 
ție este aceeași cu direcția vectorului 7'(î9). 

Prin urmare, curba C are — în punctul regulat Mo — o tangentă bine 
determinată, pentru care vectorul F'(tg) este vector director. Punctul Mo se 
numește punctul de contact al tangentei. 

În virtutea continuității derivatei, rezultă că direcţia tangentei la un 
arc regulat variază continuu cînd punctul de contact descrie arcul. 


{w e v - j ... t > RA A a 
Să observăm că, dacă t > tọ, vectorii TD — Flto)_ şi MoM sînt de ace- 


F(t) — F(to) 

t—t 

t — tọ), iar dacă t < tọ; TB e 
— to 

Cum apoi ‘sensul lui M,M coincide sau nu cu sensul în care se mișcă 


punctul curent al curbei C, cînd t creşte, după cum t > tọ sau t < to; 


Fit i 
înseamnă că sensul lui „20 — Pl) 


— to 


laşi sens (deoarece diferă de MM prin factorul scalar. pozitiv 


şi MoM sînt de sensuri contrarii. 


Pa este același cu sensul mişcării punctului 
. A 50 
curent al curbe. cînd t creşte. 
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Deducem că sensul derivatei F'(t), a vectorului de poziţie F(t) al punctului 
curent al curbei C, este acelaşi cu sensul mişcării punctului curent, cînd t creşte, 

Dacă orientăm curba astfel încît sensul pozitiv în lungul curbei să fie 
acelaşi cu sensul mişcării punctului curent M cînd t creşte, putem spune: 


Sensul derivatei F'(t) este același cu sensul pozitiv pe curbă. 
În ce priveşte diferenţiala 


dr = r' (t)dt, 


aceasta este de asemenea vector director al tangentei, ca și derivata F'(1), 


deoarece diferă de derivată prin factorul scalar dt. Sensul diferenţialei dr 
este același sau contrar faţă de sensul derivatei, după cum dt >0 sau 
dt <0. 


Fie P punctul curent al tangentei în M și ỌP = = R vectorul de 
poziție al lui P. Avem 


MP = OP — OM = R — F. 


Vectorii MP = R—F şi F' fiind coliniari, produsul lor vectorial este nul: 
(B—F) xF = 0. (5) 
Această relaţie, verificată de vectorul de poziţie R al punctului curent. 

al tangentei, constituie ecuația vectorială a tangentei. 


Deoarece MP este coliniar cu F’, se obţine din acesta prin înmulţirea 
cu un scalar A. Deci 


9 
de unde a 


R=F+W'. (6) 


Această ecuaţie, în care A este un parametru, reprezintă de aseme- 
nea tangental. 

Fie x, y,z coordonatele punctului regulat M al curbei C şi X,Y,Z 
coordonatele punctului curent al tangentei în M. Componentele vectorilor 
coliniari R — F şi F’ fiind respectiv X — z, Y — y,Z — z şi x',y',z’ ecua- 
ţia (5) este echivalentă cu ecuaţiile scalare 


ie e SE | (7) 


1 În general, ecuaţia 


reprezintă o dreaptă care trece prin punctul al cărui vector de poziţie este 79 şi al căres 
vector director (vectorul de componente egale cu parametrii directori l, m, n ai dreptei} 
este ă. 
Vectorul de poziţie F al punctului curent al dreptei variază o dată cu parametrul A. 
Ecuația precedentă este echivalentă cu ecuaţiile parametrice (scalare) 


z= to tal, Yy=Yotim, z=% +Aàn. 


Proprielăţi elementare ale curbelor şi suprafețelor 13 


Spa ei zron: = 


De asemenea, ecuaţia (7) este echivalentă cu ecuaţiile 
X = z 4 Mr’, Y = y+ y, Z=z+ w, (8) 


care sînt ecuațiile parametrice ale tangenteil. 
În cazul cînd curba C este dată prin ecuaţii explicite de forma 


y = f(z), z = alo), 
ecuațiile (7) se scriu 


X>- Y-I Z2, (9) 
1 y' z’ À 


În sfîrşit, în cazul cînd curba C este plană, situată în nlai z = 0, 
ecuația scalară a tangentei este 


X—s Y —y 


- — 3 (10) 
sau SE 
Y—y =% (X— a). (40) . 
T 
“Prin urmare coeficientul unghiular al tangentei este 2, 
” T 
Ecuațiile parametrice ale tangentei sînt 
X =z r';, Y=y+w'. (11) 
Dacă curba plană este dată printr-o ecuație explicită | 
y = ho), 
ecuaţia tangentei se poate scrie sub forma 
Y—y= y — a), (12) 


deci coeficientul unghiular al tangentei este egal cu derivata y'. 

Perpendicularele pe tangenta în punctul M al curbei C se numesc 
normale. Toate aceste normale sînt situate într-un plan, numit planul 
normal al curbei în M. 


Fie P punctul curent al planului normal în M şi OP = R vectorul 
de poziție al lui P. 
1 În adevăr, avem 
l = zi + yj + =zŘĀ, r= xi ty jtk, R= Xi +Yj+ Zk, 
încît ecuația (6) se serie l a: 
Xi + Yj +Zk= (s traa)i + (y +y) j+ era) 


Din această ecuație, ținînd seamă că doi vectori egali au componentele egale, dedu- 
cem ecuațiile (8). 


Putem încă deduce aceste ecuații, egalind rapoartele din ecuațiile (7) cu A. 


Ș, 
Pa 


7 


14 N Geometrie diferențială Pios , 


O e e III 
SI ȘI 
7 


Vectorul MP = R — 7 fiind perpendicular pe tangenta în‘ M, deci pe 
derivata F’ a vectorului de poziţie F al lui M, avem relaţia!“ 


(R — 7) P'=0, l (13) 


care, fiind verificată de vectorul de poziţie R al punctului curent al pla- 
nului normal, constituie ecuația vectorială a planului normal. 

În cazul cînd curba C este plană, se consideră în mod obişnuit nor- 
mala situată în planul curbei. Această normală se numeşte simplu nor- 
mala curbei și este reprezentată tot de ecuația (13), unde R înseamnă vec- 
torul de poziţie al punctului curent al normalei. 

Indicînd, ca și în cazul tangentei, prin X, Y, Z coordonatele punctului 
curent al planului normal în M şi prin L, Y, Z coordonatele lui M, din (43) 
obținem ecuația scalară 


(X — 27 + (Y — y) y' 


a planului normal în M. 
În cazul cînd curba C este plană, situată în planul z = 0, ecuația sca- 
lară a normalei este 


z)z' = 0 (14) 


(X — az + (Y — y)y' = 0, (15) 


iar dacă curba este reprezentată prin ecuaţia explicită y = f(x), ecuaţia 
normalei se poate scrie sub forma 
1 ; 
Lya) (16) 
y 
Aplicaţii. I.S se serie ecuațiile tangentei și ecuaţia planului 
normal în punctul curent al elicei circulare - 
x = a cost, y = asint, z = bt. 


Avem 


z’ = — a sin l, y' = a cost, z' = b, z 


încît ecnațiile tangentei sînt 


z—acost y—asini z—bi 
m = ; 
— asint acos t b 


1 În general, ecuația 


reprezintă planul care trece prin punctul M9(7) şi a cărui normală are vectorul director â. 
Ecuația 
Fã =p 


reprezintă de asemenca un plan. În adevăr, această ecuaţie se mai scrie succesiv 
22 
Li Q x S 


deci reprezintă planul care trece prin punctul z āşia cărui normală are vectorul director ă. 
i ā 
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iar ecuația planului normal este 
— a sin t (x — a cos t) + a cos t (y — a sin t) + b (z — bt) =0, 


adică 
— az sin t + ay cos t + bz — b =0. 


II. Să se arate că, dacă planul normal în punctul curent al unei curbe 
în spațiu trece printr-un punct fix, curba este o curbă sferică (situată pe o 
sferă). 
»_ Fie ā vectorul de poziţie al punctului fix A. Scriind că A este con- 
ținut în planul normal (13) al curbei C, reprezentată de ecuaţia 


F = F(t), 
obținem ecuația diferențială 
l (a — F)F' = 0. 

Această ecuație se mai scrie (deoarece derivata lui ă este nulă) 
(ă — F)\(F — ā)' = 0 


sau încă, dacă înmulţim ambii membri cu 2, 


d roaa 
aY a = 0. 


Integrînd 5 și indicînd prin b? constanta (pozitivă) de integrare, obținem 
(F —ā)} = b. 
-- Această relaţie exprimă că vectorul de poziţie F al punctului curent 
zi cupei verifică ecuația! B 
(R — ā = b? 
a sferei de rază b, avînd centrul în punctul A. 
Deci curba C este o curbă sferică, situată pe sfera al cărei centru este 
punctul fix prin care trec planele normale. 


Observație. Propoziția demonstrată conține propoziția: 
Dacă normalele une: curbe plane trec printr-un punct fix, curba este un cerc. * 


4. Curbe. reprezentate prin ecuații polare. Tangentă. Fiind dată o axă Ox 
şi un punct M, în plan, numim unghi polar al punctului M unghiul w—deter- 
minat în afara unui multiplu de m— de care trebuie rotită axa Oz pentru 
a coincide cu dreapta OM, œ fiind pozitiv sau negativ după cum 
sensul rotației axei Ov coincide sau nu cu sensul rotației acelor unui, cea- 
sornic. Orientăm pozitiv dreapta OM astfel încît latura extremitate a un- 
ghiului polar să fie partea (semidreapta) pozitivă a dreptei OM (cu ori- 
` ginea în 0). 

De asemenea, numim rază polară a punctului M, lungimea p a seg- 
mentului OM, considerată pozitivă sau negativă, după cum M este situat 
pe partea pozitivă sau pe partea negativă a dreptei (orientate) OM. 


1 Echivalentă cu ecuația scalară | 
(X—a)’+(Y—a)?+(Z—a)? = b, 
unde a,, da, a sînt componentele vectorului â (coordonatele lui A). 
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Unghiul polar w şi raza polară p, astfel definite, sînt coor oai polare 
ale punctului M. Axa Oz se numește aza polară, iar originea O axei polare 
se numește polul sistemului de coordonate polare! w, p. 

Unui sistem de valori w, p pentru coordonatele polare îi corespunde un 
singur punct M, situat pe latura extremitatea unghiului polar w, sau pe semi- 
dreapta în prelungirea laturii extremitate a lui după cum p >0 sau p <0, 
distanța lui M de pol fiind egală cu valoarea absolută a razei polare? p.. 

Fiind dat un sistem de coordonate polare, dacă se consideră un 
sistem de axe ortogonale Ozy orientat direct, cu originea în polul 0, axa 
absciselor .coincizînd cu axa polară, se obțin uşor relațiile 


l xz = p cos ©, y = psin w, (17) 
care exprimă coordonatele carteziene ortogonale z, y ale unui. punct M, 
"cu ajutorul coordonatelor polare w, p ale acestui punct, precum și re- 
laţiile inverse 
w = arctg 4, p = r? + y. (17') 
T 


O ecuaţie explicită 
Pp = flo), (18) 
unde f(w) este o funcţie biunivocă, avînd derivate continue (într-un 
interval sau în mai multe intervale disjuncte) reprezintă o curbă plană C, 
ale cărei ecuaţii parametrice 


x = flo) cos w, y = flo) sine (18”) 


se obţin înlocuind pe p prin f(œ) în (17). 

-Ecuația (18) se numește ecuaţia po- 
lară (explicită) a curbei. 

Fie M(w, p) (fig. 4) punctul curent 
al curbei C, reprezentată de ecuaţia 
polară (18), sau, ceea ce este același lucru, 
de ecuaţiile parametrice (18°). Fie, de 
asemenea, V unghiul pozitiv mai mic 

Fig. 4 decît m de care trebuie rotită dreapta 
OM, în jurul lui M pentru a coincide 
cu tangenta în M. Unghiul V este dat de formula? 


unde m este coeficientul unghiular al dreptei OM, iar m’ coeficientul un- 
ghiular al tangentei în M. 


1 Dacă M coincide cu polul, avem p=0, pe cînd œ este nedeterminat, putînd avea 
orice „valoare. 

3 Uneori se introduce — pentru raza polară — restricţia de a lua numai valori 
nenegative. Evident, unghiul polar se defineşte, în acest caz, ca fiind unghiul œ — deter- 
minat în afara unui multiplu de 2r — de care trebuie rotită semiaxa Oz pentru a coincide 
cu semidreapta OM. 

Restricţia impusă prezintă dezavantajul că, în ecuaţia polară e= (e) a unei curbe, 
trebuie să atribuim lui œ numai valorile pentru care p rezultă nenegativ. 
3 Cunoscută din geometria analitică. 
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E == — 


Însă, cum se ştie din geometria analitică: 


m = tgo, 
şi ţinînd seamă de (18): 
ua y’ z f'lo)sin o + f(o) cos œ 2 f'lo)tao + flo) A 
z’ f’ (e) cos w — f (w) sin e f lo) — f (o) tgo 


încît 


flote + flo) _ 

flo) — flo) tgo | 
Plojtze + flo) o 
Flo) — flo) tgo 


Făcînd calculul și punînd p ìn loc de f(%) şi p’ în loc de f'(%), obținem 
formula care determină unghiul tangentei în M cu OM 


tgw 
tg V = - 
e A 


tgV=ŻŁ. (19) 


Lă 


“o 


Aplicaţie. Să se determine curba, a cărei tangentă, în punctul 
curent M, face un unghi constant cu dreapta OM (O fiind polul sistemului 
de coordonate polare). 


Punînd 


Obţinem 
log £ = ho 
a 
(log a fiind constanta de integrare) sau .- 
p = aeho, 
care este ecuaţia polară a spiralei logaritmice (fig. 5). 
5. Tangentă, subtangentă, normală, subnormală. Fie M un punct al 


wnei curbe date printr-o ecuație explicită 


y = fi), 
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P proiecția ortogonală a lui M pe Ox, T și N punotele în care tangenta 
și normala în M taie axa Oz (fig. 6). 

Segmentele MT, PT, MN şi PN se numesc respectiv tangentă, sub- 
tangentă, normală şi subnormală. 


Fig. 5 


Tangenta în M fiind reprezentată de ecuaţia 
Y — y = y' (X — 3), 
punctul T are coordonatele s— t, 0j. 
. . ? 


Deducem că subtangenta este dată de formula 


PT = — *. (20) 
yY : 
Considerînd ecuaţia normalei în M | 
4 
Y — y= — — (X — 31), 
y 
obținem (în mod asemănător) formula care dă subnormala 


PN = yy'. (21) 
În sfîrşit, din triunghiurile drept- 
unghice MPT și MPN (tig. 6), obţinem. 


formulele care dau pătratele tangente 
și normalei 


MT= 1 (+y), MN?=y?(1+y"?). (22) 


Să considerăm acum o curbă dată. 
printr-o ecuaţie polară 


i 
Fig. 7 e = flo) 


și fie T şi N punctele în care tangenta şi normala în punctul M al curbei 
taie perpendiculara în polul O pe semidreapta OM (fig. 7). 
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Segmentele MT, MN, OT și ON s se numesc respectiv tangentă, normală, 


subtangentă şi subnormală polară. 
„Din triunghiurile dreptunghice MOT şi MON aveme 


OT = OM tg V, ON = OM cotg V, 
încît, ţinînd seamă de (19), obținem formulele 


2 i 
OT = 3, ON = p', © (28) 


care exprimă subtangenta şi subnormala polară a punctului M. 
Din aceleaşi triunghiuri obținem formulele 


i da a (e + p2), MN? = p + p°, (24) 


care dau tangenta și normala polară în M. 


Aplicații. I. Să se determine curba pentru care lungimea tan- 
gentei este constantă. 


Punînd MT = și ţinînd seamă de prima formulă (22), obținem 
ecuația diferențială 


A (1+ y2) = a. | 0 


Dacă indicăm prin ọ Beku cu axa Oz al tangentei în punctul cúreni 
{x, y) al unei curbe, avem (cum se știe din interpretarea geometrică a 
derivatei) 

dy 


amey (IT) 


Ținînd seamă de această formulă, din (I) obținem 
y = + asin ọ. (HI) 
Din (II) deducem 
dz = cotg ọ dy, 
iar din q1 


dy = + a cos ọ dọ, 
astfel încît 


„da = + acotge cospdo = + «(a — sin ?) do. 


sin e 
Deăueer: 
z= +a [cose + logtg $) +C. 
Obţinem astfel ecuaţiile parametrice 
z=za (cosg + log tg] + C, y = + asing 


{semnele corespunzîndu-se în cele două ecuații) ale curbei căutate. 


„2* 
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Această curbă, numită tracirice (fig. 8), intervine într-o problemă 
importantă de geometrie diferenţială a suprafeţelori. 


II. Să se determine curba a cărei subnormală polară este constantă.. 
Ținînd seamă de a doua formulă (23), trebuie să avem 


p' = a, (a = const.), 
de unde, indicînd prin —a wọ constanta de integrare, obţinem ecuaţia 


i p = a(w — oo). 


Fig. 8 


Dacă punem 
o — Oo = 9, 


ceea ce revine a roti axa polară de unghiul wọ în jurul polului, ecuația 
curbei căutate se scrie (indicînd din nou prin w unghiul polar taja de 
noua axă) 

P = a0, 


și reprezintă spirala lui Arhimede (fig. 9). ` 


6. Curbe reprezentate prin ecuaţii implicite. Punct regulat, punct 
singular. Tangentă. Normală, plan normal. Din geometria analitică se 
știe că ecuația generală a unei conice, situată în planul z = 0, este 
de forma 


F(x, y) = 0, i (25} 


unde F(x, y) este un polinom de gradul al doilea în z, y. 

Ne putem întreba dacă, oricare ar fi funcția F(s, y), mulțimea de 
puncte ale căror coordonate verifică ecuația implicită (25) poate fi 
considerată drept o curbă plană (în sensul definiției date anterior). 

Analiza ne pune la dispoziție un criteriu simplu, care ne permite să 
răspundem la această întrebare. În adevăr, se cunoaşte următoarea teoremă 
de existență şi unicitate a funcțiilor implicite: 


Fiind dată o ecuaţie de forma (25), verificată de valorile z = Zos 
Y = Yo, dacă funcţia F(x, y) şi derivatele ei parțiale F, Fy sînt continue 


1 V. cap. VI. § 24, 18. 


II ISI PI == 
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în vecinătatea valorilor £o, Yo; derivata Fy fiind diferită de zero pentru 
£ = T, Y = Yo, există o singură funcţie 


y = f(z), 


care, în vecinătatea valorii æ = vy, verifică identic ecuația (25) şi ia valoa- 
rea yo pentru x = 29. Această funcţie este biunivocă şi continuă în pecină- 
tatea valorii zg şi are derivată continuă, dată de formula! 


Interpretînd pe x, y drept coordonate carteziene în plan, putem enunţa 
propoziţia următoare (echivalentă cu teorema amintită), care constituie 
răspunsul la întrebarea de mai sus: 


Fiind dată o ecuaţie de forma (25), verificată de coordonatele £o, yo ale 
unui punct Mo, dacă funcția F(x, y) şi derivatele e. parțiale Fy, Fy 
sînt continue în vecinătatea? lui Mg, derivatele parțiale nefiind amîndouă 
nule în Ma, de exemplu FO Æ 0, ecuația (25) reprezintă — în vecinătatea 
lui Mọ — un arc simplu de curbă plană ce trece prin Mg. Ecuația acestui arc 
poate fi presupusă adusă la forma? y = f(z). 


Reuniunea arcelor simple, fără porţiuni comune, ce se pot obţine în 
acest mod, constituie curba reprezentată de ecuaţia implicită (25). 

Dacă funcţia F(x, y) este algebricăt, curba reprezentată de ecuaţia (25) 
se numește curbă algebrică. Dacă în particular F(x, y) este un polinom, 
gradul polinomului se numește gradul sau ordinul curbei algebrice. 


1 Pentru obţinerea derivatei y’, sc raţionează astfel: 

Ecuația (25) devenind o identitate, dacă înlocuim pe y prin f(z), putem deriva 
ambii membri în raport cu z şi obţinem tot o identitate. Primul membru depinzînd de z 
direct şi prin intermediul lui y, obţinem 


Fa + Fyey' = 0, 


de unde 
y=". 
Fy ; 
i ; A aF a3F ZF EF EF BF F 
În ceea ce priveşte derivatele parţiale — , 


— 3 —— 3 3 er 

dz dy da Oxz0y Əy? d  dat0y 
adoptăm, pentru simplificarea scrierii, notațiile Fy, Fy, Fax (sau Fx?), Fay, Fyy (sau Fy?) 
Faxa (sau F3), Faxy (sau Fay). 

2 Printr-o vecinătate a punctului Mo (zo, Yo), din planul 20y, ințelegem intericrul 
unui pătrat oarecare cu centrul în Mo şi laturile paralele cu axele de ceciderate. Lungi- 
mile laturilor fiind 2%, coordonatele x, y ale unui punct M, care aparţine vecirătăţii, 
aparţin respectiv intervalelor (xo — N, zo + 1), (Vo — hs Vo +). 

Putem înlocui pătratul printr-un cerc cu centrul în Mo. 

. Dacă p este raza cercului, Fo vectorul de poziţie al lui Mo, iar F vectorul de peziție 
al unui punct interior cercului, avem 


A i (F > Fo)? < p°. 
+3 Dacă FO, Æ 0, arcul poate fi reprezentat printr-o ecuație de forma z = g (y). 


4 O funcție F (x, y) este algebrică, dacă există un polinom P (zx, y, z) de trei variabile 
astfel încît să avem identitatea P [z, y, F (x, y)] = 0. 
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Q curbă (25), pentru care. primul membru este o funcţie transcendentă, 
se numește curbă transcendentă. l 

Conicele sînt curbe algebrice de ordinul II. Curbele algebrice de ordi- 
nul III, IV, V, VI se mai numesc respectiv cubice, cuartice, cuintice, seztice. 

.Ça exemplu. de curbe transcendente, menționăm sinusoida 


y = sin 7, 
curba logaritmică 
y = log z, 
şi Llănțişorul 
, T 
y = a ch —. 
a 


Se -poate întîmpla să existe puncte ale căror coordonate să verifice 
ecuația (25).şi totodată să anuleze ambele derivate parţiale F,, Fy. Un 
astfel de punct se numește punct singular al curbei (25). 

Toate punctele curbei, în afara celor singulare, se numesc puncte regu- 
late (sau ordinare). 

În cazul cînd coordonatele unui punct singular M al curbei (25) nu 
anulează nici una — sau anulează numai pe unele — din derivatele parţiale 
de ordinul al doilea Fx, Fay» Fyy, ale funcţiei F (x, y), spunem că M este un 
punct singular de ordinul al doilea (punct dublu) al curbei. Dacă însă coor- 
donatele lui M anulează toate derivatele parţiale de ordinul al doilea, fără 
să anuleze toate derivatele parţiale de ordinul al treilea Foxx, Fay» Fzuv» Fuyy: 
spunem că M este punct singular de ordinul al treilea (punct triplu) al - 
curbei. În general, dacă derivatele parţiale ale funcţiei F(x, y), pînă 
la cele de ordinul p—i inclusiv, se anulează pentru coordonatele punctului M, 
fără să se anuleze toate derivatele parțiale Fp, Fp-1,..-, Faye, Fap de or- 
dinul p, spunem că M este punct singular de ordinul p (punct multiplu de 
ordinul p) al curbei (25). 

În virtutea teoremei de existență a funcţiilor implicite (amintită mai 
sus), coeficientul unghiular al tangentei în punctul regulat Mo(zo; Yo) al 


; FÌ ; i l 
curbei (25) este — ; deci ecuația tangentei în Mọ este 
F 


Y 
F? 
Sun E (£ — T0), (26) 
Fy 
sau 
(£ — 20) F$ + (y — Yo) Fi = 0. : (27) 
o 
Coeficientul unghiular al tangentei în punctul regulat Mọ fiind a, 
Y 


py ; : Fi ; ; 
coeficientul unghiular al normalei este — ; deci normala are ecuaţia 
` x 


(e — zo) F9 — (y — y) FL = 0. (28) 
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Dindu-ne acum două ecuații implicite : . 
F (z, Y, 2) = 0, G(z, Y, z) = 0, (29} 


vom preciza condițiile în care mulțimea de puncte ale căror coordonate 
verifică aceste ecuații poate fi considerată drept o curbă în spațiu. 

Apelăm în acest scop la următoarea teoremă de existență relativă la 
funcțiile implicite: 

Fiind date două ecuaţii (29), verificate de coordonatele £o, Yg, za ale unui 
punct Mg, dacă funcţiile F(x, y, 2), G(x, y, z) sînt continue și au derivate 
parțiale de primul ordin continue într-o anumită vecinătate! a punctului Mo, 
D (F,G) _ | Fu Fe 
; D (y, 2) . | Gy Gz 
în Mo, ecuațiile (29) definesc două (şi numai două) funcţii y = f (x), 2z = g (2), 
biunivoce şi continue în vecinătatea valorii z = z, care satisfac identic ecua- 


țiile (29) şi iau valorile yo Şi Zo pentru z = ze. 
Derivatele funcţiilor y și z, de asemenea continue, sînt date de ecuaţiile? 


Fa + Fy y’ + Foz’ = 0, 
G: +G y +G- z7 =0. = = (30) 
Propoziția următoare, echivalentă cu teorema amintită, constituie răs- 
punsul la întrebarea pusă mai sus: 


Fiind date două ecuații de forma (29), verificate de courdonalele zy, Yo» Zo 
ale unui punct Mo, dacă funcţiile F (x, s Y, 3 z), G (z, Y, 3) sînt continue şi au 
derivate parţiale de primul ordin continue într-o anumită vecinătate a lui My, 
'D(F,G) _ | Fy F: 
D (y, 2) Gy Gz 
ecuaţiile (29) reprezintă — în vecinătatea punctului Mg— un arc simplu de curbă 
ce trece prin My. . Ecuațiile (29) ale acestui arc pot fi presupuse aduse la forma® 


y = f (z), z = g (7). (29°) 


1 Printr-o vecinătate a unui punct Mg, din spațiu, înțelegem interiorul unui cub 
oarecare cu centrul în Mo şi laturile paralele cu axele de coordonate. Lungimile laturilor- 
fiind 2%, coordonatele unui punct M (z, y, z), aparținînd vecinătăţii, aparțin respectiv: 
intervalelor 


şi dacă determinantul funcţional este diferit de zero: 


şi dacă determinantul funcţional este diferit de zero în Mos 


(to — n, zo + n), (yo —m yo +n), (o — N, Zo +n). 


Putem înlocui cubul printr-o sferă cu centrul în Mo. Dacă raza sferei este p, Fg vec- 
torul de poziție al lui Mọ, iar F vectorul de poziţie al unui punct din interiotul sferei, avem. 
(F — Fo)? < p?. 

. 2 Pentru obținerea ecuațiilor (30), raționăm astfel: potrivit teoremei de ailene, 
dacă, în (29), punem f(x) şi g(x) în loc de y şi z, funcţiile F(z, 3 Y, 2) şi Glz, Y, 2), care 
depind — astfel — numai de x, se reduc identic la zero. Deci şi derivatele în raport. 
cu g ale acestor funcţii sînt identic nule. Derivînd ecuaţiile (29) în raport cu z şi ţinînd 
seamă că F şi G depind de z atît direct cît şi prin intermediul lui y şi z, obţinem: 


ecuaţiile (30). D (F,C F, F 
n n 0 
3 Dacă este diferit de zero determinantul funcţional PI k = | o, o. 
Z, £ x 


A = PaFy | „ecuaţiile (29) pot îi prosirpise aduse la forma z = = f (v), z = g (yb 
AY 
pu æ= f (z), 2 y = ti (z) respectiv. 


sau 
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e—a e a ET 3 =-=. -m ee m 


Reuniunea arcelor simple, fără porțiuni comune, ce se pot obține în 
acest mod, constituie curba reprezentată de ecuațiile implicite (29). 

Se poate întîmpla ca ecuațiile (29) să fie verificate de coordonatele 
unui punct pentru care determinanții funcționali 


D(F, G) G) _ Fy F; , D(F: G) G)_ 1 F, Fa DU 6) 6) 
D D (z, z) z3 Gy Gz 'D (z, D (za) 'D (x, mEn 
să fie toți nuli. Un astfel de punct se numește punct singular al curbei 
reprezentate de ecuațiile (29). Toate punctele curbei, în afara celor singu- 


lare, se numesc puncte regulate (sau ordinare). 
Deoarece, cum vom vedea în § 4, o ecuație 


F(z, y, z) = 0 


Fa Fy 


Agia (31) 


reprezintă în anumite condiţii o suprafaţă, înseamnă că o curbă dată prin 
două ecuaţii implicite 


F(z, y, z) = 0, G(x, y, z) = 0 


este intersecția suprafeţelor reprezentate de fiecare din ecuaţiile curbeit. 

Fiind dată o curbă în spaţiu prin două ecuaţii implicite (29) și presu- 
punînd — pentru un moment — aceste ecuaţii aduse la forma (29), ecua- 
ţiile tangentei în punctul regulat (x, y, z), aparţinînd arcului simplu repre- 
zentat de ecuaţiile (29'), se scriu 


Parametrii directori ai tangentei sînt 1, y’, z' sau cantităţi proporţio- 
nale cu acestea. 
Rezolvînd sistemul (30) în raport cu y’ şi z', obţinem 


D(F,G) D (F,G) 
pa Dep Plea, 
D (F,G) D (F,G) 
D (y, 2) D {y, 3) 

Deducem că putem lua drept parametri directori determinanții funcțio- 
nak PUG) AES) D IEC) » încît ecuaţiile tangentei în punctul regulat 
D (9,2) D (aa) Dia! | 

(7, y, 2) al curbei (29) se scriu 
X—s _ Y—y _ Z=z NI (32) 
D(F,G) D(F,G) -D(F,G) d, 
D (z, 2) D (x, y) 


D (7, z) 


1 Condiţiile pentru ca ecuaţiile F (2, Y, z) = 0, G (zx, Y, 2) = 
suprafețe sînt satisfăcute, dacă aceste ecuații, împreună, reprezintă o curbă, 


vedea în $ 4. 


0 să reprezinte 
cum vom 
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Rezultă de asemenea că ecuația planului normal în punctul (z; Y» 3) al 
curbei este . 


(X — 3) D(F,G) o l | 


PI + (YO +(z-—2 O. (33) 


D (y, 3) D (z, x) D (z, y) 
A plica ție. Să se scrie ecuațiile tangentei şi ecuaţia planului normal 
în punctul de abscisă z al curbei lui Viviani 


a + y? + 2—02=0, è H ylar [l O. 


. Ținînd seamă de (31) și (32), deducem că ecuaţiile tangentei în punctul 
curent (x, y, z) al curbei lui Viviani sînt 


z = A în ecuaţiile curbei. Obţinem patru puncte Ei ; bo , E RE). 
3 3 A 
Tangentele în punctele = + z,e) au respectiv aie 
` t 
a a Y? ' 
2 "2 2 | 
— Ya 0 da i 
care se mai scriu 
s+zV2=5,y=+4, 


iar planul normal, acelaşi pentru ambele puncte, are ecuația 
P , șI P Pp , 


z2 — z= 0. 
a a aVă ; 
De asemenea, tangentele în punctele (3 + —,— 3 ) au respectiv 
ecuaţiile 
a a y2 
zZ—— F— zZÂ$F: 
Să , 2 a 2 
B o o 1 7 
care se mai scriu 
3a a 
g — z Į] 2= =, y= += 
y 2 Y + 2 La 


planul normal, acelaşi pentru ambele puncte, avînd ecuaţia . 


zV/2+z=0. 
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7. Poziţia curbei faţă de tangenta într-un punct regulat. Concaviiate, 
puncte regulate de infleziune. Tangentă staționară. Ne propunem acum să 
studiem poziţia unei curbe C, dată printr-o ecuaţie vectorială 


= F (t), 
față de tangenta într-un punct regulat. Această problemă constituie un pas 
mai, departe în studiul structurii unei curbe. 
Fie M, un punct regulat al curbei C, corespunzător valorii tọ, și M 
punctul curent al curbei, apropiat de Mos corespunzător valorii t a para- 
metruluił. Fie de asemenea F() (t) prima derivată a lui F(t), necoliniară 
<u F'(t), în Mg. Avem deci 


F' (to) Æ 0, 
F'(to) X FO (t) = 0, (i = 2, ..., q—1) 
F'(to) X FO (t) LO. 


Punînd, pentru prescurtarea scrierii, F (t) = F, F (to) = Fo, F'(to) = ro 
F"(to) = Pos- -e PO(to) = Fol0, avem, în virtutea formulei lui Taylor: 


MM = F—ro= (t— to) Po + ETHE re + . e E Fola) + 
teza (Fo (a) TE i), 


z fiind un vector care tinde către zero, cînd t—->tọ. 


În cazul cînd curba C este plană, € este situat în planul curbei?. 
Vectorii Fo, F% ,..-, FT fiind — prin ipoteză — coliniari cu F}, avem 
Po = Aao Fo = Poe FOT = Mi Fos 
Ao, Ags sc: Ag—1 fiind scalari. 


Deducem 
MM = (t — to) Fo (1 + n) + EERE po + a), 


unde y este scalarul 


(t—t) 3 =l: (t= t) n E 
aA Mt TE y ta t d 
care tinde către zero Te h: 
Punînd 
a =F (1+ n), b =F +E, 
a = (t — t) ã, p aa Te, 


q! 


1 Presupunem că M aparține aceluiaşi arc simplu ca şi Mo. 
3 În care sînt situaţi şi vectorii Pati) (i =1,2,...,q). 
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obţinem , i $ KE O ppu 
Vom ‘presupune deocamdată curba plană, 
Evident, vectorul â este coliniar cu F}, iar dacă ż este deajuns de. apro- 
piat de tg (deci M deajuns de apropiat de My), b diferă destul de puţin (prin 
vectorul z) de FW. Vectorii & şi B, a căror sumă este Mom » sînt. d ea 
respectiv, cu & şi b (fig. 10). 
Sensurile vectorilor 4 a şi B depind însă de situaţia lui + faţă de to, iar 


în ceea ce privește pe B și de paritatea lui g. Vom avea de considerat două 
cazuri, după cum g este par sau impar. ; 


Fig. 10 „Fig. 44 ` 


Cazul I: q par. În acest caz & are sens contrar sau același sens cu ă 


(deci cu 7%), după cum t < to sau £ > to, pe cînd 6 are în ambele cazuri ace- 
lași sens cu d, deci este situat de aceeaşi parte cu Pw față de dreapta- 
suport a lui Fo 

-Rezultă că arcul descris de M, cînd t — apropiat de tọ — crește, tre- 
cînd prin valoarea tg, este situat de aceeași parte cu F faţă de tangenta 
în Mg (fig. 11). Arcul încovoindu-se în partea tangentei în .care este situat 
vectorul 7(%, spunem că concavitatea curbei este îndreptată, în vecinătatea 
punctului “Me, de această parte a tangentei. 

În virtutea continuității, există o anumită vecinătate a punctului Mos 
astfel încît fiecare punct al arcului curbei — situat în această vecinătate — 
este punct regulat, iar vectorul F(9) (t) rămîne de aceeași parte a tangentei 
în punctul curent M, cînd acest punct descrie arcul în sens pozitiv (sensul 
creșterii lui ż). Deci concavitatea arcului este, în vecinătatea fiecărui punct 
al său, de aceeași parte a tangentei. 

Cazul II: q impar. De astă dată & și B au sensuri contrarii sau aceleași 
sensuri cu 4 şi b, respectiv, după cum t < tọ sau t > to 

Deducem că arcul descris de M, cînd t — apropiat de tọ — creşte trecînd 
prin valoarea tọ, străbate tangenta. în Mg, una din cele două porţiuni ale 
arcului — separate de M, — avînd concavitatea de o parte a tangentei 
(de partea în care nu este vectorul F(0), pe cînd cealaltă porţiune are 


1 Pe care o admitem pentru vectorii care intră în consideraţie. 
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i 


concavitatea de cealaltă parte a tangentei (de partea în care este vectorul Fl?) 
(fig. 12). Spunem că Mo este punct regulat de infleziune al curbei. 

n cazul cînd curba C este o curbă în spaţiu, aspectul ei, în vecină- 
tatea punctului regulat Mg, este asemănător cu cel al unei curbe plane, 
deosebirea constînd în faptul că, în afara lui Me, punctele curbei nu 
sînt situate în planul determinat de vectorii Fọ şi F(0), ci apropiate de 
acest plan. Păstrăm denumirea de punct de inflexiune' și pentru un punct 
regulat Mọ al unei curbe în spaţiu, dacă ordinul primei derivate a lui F (t), 

g necoliniară cu F'(t) în My, este impar. 

G Dacă, într-un punct Mg al unei curbe C 
(plană sau în spaţiu) corespunzător valorii tọ 
a parametrului, avem 


FoX r FO 


în virtutea celor stabilite mai sus M, nu poate 
fi punct de inflexiune. Punctele de inflexiune 
trebuie căutate printre punctele corespunză- 
toare valorilor lui t pentru care este îndepli- 
Fig. 12 nită condiția 


F(t) x F"() = 0. i 
Tangenta într-un punct, pentru care este îndeplinită condiţia (34), s 
numește tangentă staționară. 
Putem deci spune că punctele de inilexiune ale unei curbe sînt puncte 
în care tangenta este staţionară. 


Proprietatea unei tangente de a fi staționară este invariantă față de o 
transformare de coordonate carteziene ale spaţiului. 


În adevăr, curba fiind raportată la un sistem de coordonate carteziene 
cu originea în O, dacă facem o transformare de coordonate, noua origine 
fiind 0,, avem 


unde F este (ca și pînă acum) Mey de poziție al punctului curent M față 
de vechiul sistem, iar F, vectorul de poziție al lui M faţă de noul sistem. 
Derivînd în raport cu t, obținem (deoarece 00, este constant) 
PÒ = 700, (i = 1, 2,...), 
deci , 
F' XF” = F, X Fu 
ceea ce justifică afirmația de mai sus. 


Să presupunem acum că o curbă C este plană (situată în Sanila z=0), 
reprezentată prin ecuația explicită 


y = f (2), | (35) 


deci prin ecuaţia vectorială 


F = xi + fl(a)]. 
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Derivînd în raport cu z, avem 
F' = i + f'(a) j, FO = f(x) j, (q = 2, 3...) 
deci g 
F'X PIV = f(z) k. 
Putem deci enunța propoziția: | 


Dacă q > 2 este ordinul primei derivate — a funcţiei f (x) — care nu se 
anulează pentru abscisa x a unui punct Mo al curbei (35), Mo este punct de 
infleziune sau nu, după cum q este impar sau par. În cazul cînd Mo nu este 
punct de infleziune (q par), în vecinătatea lui Mo curba are concavitatea îndrep- 
tată spre partea pozitivă sau negativă a axei Oy, după cum fiv(z) >0 
sau U(x) < 0. 

Să considerăm în sfîrşit cazul cînd o curbă plană este dată printr-o 
ecuaţie implicită 


F(x, y) = 0. 


Să presupunem că în punctul regulat Mo(z9, Yo) al curbei derivata 
parţială F, este diferită de zero, ceea ce înseamnă că, în vecinătatea lui Mọ, 
ecuația curbei poate fi adusă la forma explicită y = f (2). 


Derivînd în raport cu z, din formula 


y’ = — Fa 
Fy 
obținem formula 
y” =: — (Ps + Fay y’) Fy — (Fay + Fme y’) Fa, 
(Fy)? 
care se mai scrie 
y" = __ Farse (Fy)? — 2 Fay FeFy + Fyy * (Fa)? 
(Fy)? 


În mod asemănător putem calcula derivatele y''', y!V,... 


Calculînd valorile derivatelor 7”, y””',..., în Mo, putem decide, ţinind 
seamă de propoziția precedentă, dacă My este sau nu punct de inflexiune, 
iar în cazul cînd Mg nu este punct de 
inflexiune, putem preciza spre ce parte 
a axei Oy este îndreptată concavitatea 
curbei în vecinătatea lui Mọ. 


8. Lungimea arcului unei curbe. Ele- 
mentul de arc al curbei. Să considerăm 
o curbă C (plană sau în spaţiu) dată 
prin ecuaţia vectorială 


F = F(t) (36) 


şi, pe această curbă, un arc simplu (deri- 
vabil) AB (fig.13). Aceasta înseamnă Fig. 13 
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că, atunci cînd t crește de la a la b, cărora le corespund extremităţile-A și B 
ale arcului!, punctul curent descrie arcul AB de la A la B și că deri- 
vata F'(i) a vectorului de poziţie F(t) al punctului curent este funcţie 
continuă în intervalul (a, b]. 

Pe arcul AB, dinspre A spre B, să considerăm punctele Á) = 4A, 
Ais Aa, ee: Ap» Åp -s Anca» AnEB, corespunzătoare valorilor tg=a< t< 
Lh <. a t < tpr ane in-i < İn = b ale lui t. Coardele ‘A04, 
AA.. „A SA ia > Ani Aa formează o linie poligonală î înscrisă în arcul AB, 
care are o anumită lungime l. Vom demonstra că, dacă n > oo, astfel 
încît fiecare latură a liniei poligonale AgA1... ApApua-:: Ana Án să tindă 
către zero, lungimea | a acestei linii poligonale tinde către o limită finită 
şi bine determinată s, care se numeşte lungimea arcului AB. 

În adevăr, aplicînd formula lui Taylor vectorului 


ApApu = F (tp) — F (în), 
obținem 
A,A pp = [F (tp) + Ep] (tpa — tp) 


p fiind un vector care tinde către zero dacă (tp4ı — tp) > 0. 
Fie apoi, în fiecare punct A, (p = 0,1,..., n — 1), vectorul 


Apåp = F'(tp) (tp+1 aE tp)» 


situat pe tangenta în A, la curbă. 


nl n—1l 


Vom arăta că 2 App și 2 ApAp au aceeași limită. 
P= p= 


Pentru aceasta să observăm că, între vectorii A Ap, App Și Appar 
avem relația . 


ApApu ag ApAp => AA 
încît 


Apoi și | 
ZAgpApua — ZApAp => (ApAp+1 — App)» 
deci | 
| ZApAp = XApAp| <ă| ApApu Ga Appl. l l (37) 


Însă, din triunghiul A App} avem 
| ApAzn baz ApAp |< App = | App l; 


şi deci 


| App — ApAz | < |p 


p“*p+l 


* (fp — tp). (38) 


1 Considerăm deci a < b. 
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Vectorii €,(p = 0, 1,...,n— 1) tinzînd către zero cînd diferenţele 
tpa — tp tind “Către zero "(deci cînd laturile AA, tind către zero), fie e 
cel mai mare din modulele |z|. 


Deducem, din (37) și (38): 
| ZX ApApa — XApAp | L EÈ (tp — tp) = e(b—a), 


astfel încît, dacă n = co, fiecare din diferențele tp,ı — tp tinzînd către 
zero, rezultă 


lim  ZApAzn = Di ZA Áp. 


n-p 
Apåp+1>0 Ap 
Însă 
ZA Apn = l, 
iar potrivit definiției noțiunii de integrală definită avem 
b 
lim ZA,Ap= lim EIP (t)i lya — G) = f 1P lde, 
Apåp+1>0 tp to 


încât 


Așadar, lungimea s a arcului AB, al curbei C, este dată de formula 
b 
s = Ș |7’ (t) |dt, (a < b). (39) 
a 


Dacă C este o curbă în spațiu, cînd avem 
F(t) = a(t) i + y(t) J + z(t) k, 
£, y, 3 fiind coordonatele punctului curent al curbei, deducem 
|r |= FFA, 
încît formula (39) se poate scrie 


s = f Vx + y? Fz? dt, (a < b). (40) 


În cazul cînd curba C este dată prin două ecuații explicite 


y = f (2), z = g (2), 


putem considera ca parametru pe v, și obținem formula 


= $ VI 1 + y? + z? da (41) 


> 
wY 
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Pentru o curbă plană, situată în planul z = 0, obţinem formulele 


s = f Vz? + y”? dt, ut (42) 
b Fi 

s=$Vi+ry? dz, (43) 
a . . , 


după cum curba plană este dată parametric sau printr-o ecuaţie explicită 


y = f (2). 


În cazul cînd o curbă plană este dată printr-o ecuație polară 


e = f (9), 
putem considera ecuațiile parametrice 
= p cos w, y = p sin Q, 


parametrul fiind vw. 
Avem 
z' = p'cosœ — p sinw, y = p'sinw + pcosu, 
deci 
x’? p y’? = p? -+ p’, 


încît lungimea arcului este dată de formula 
ol z SRR EE i 
s=f V o? + p”? do, (44) 
wo 
© şi co, fiind unghiurile polare ale originii și extremității arcului. 
o ȘI O1 g P 8 Ș | 
Să considerăm un arc regulat (constituit din puncte regulate) al curbei (36) 
și, pe acest arc, un punct fix Ag, iar M punctul curent, aceste puncte 


corespunzînd respectiv valorilor tọ și t ale parametrului. 
Lungimea 


s = f 1P’ (t) 1 di, (45) 
to 


a arcului AM, este funcție de t (valoarea parametrului, căreia fi cores- 
punde M), a cărei derivată este (cum se știe din teoria integralei) funcția 


de sub semnul f, adică 
ds = 
q” IF'(¿)l.- (46) 
De aici deducem relația | i 
| ds = |r’ (t) | dt, (47) 


care exprimă diferenţiala arcului s sau, cum se mai spune, elementul de arc 
al curbei. 
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Luînd modulii în ambii membri ai relaţiei (47), obţinem 
|ds | = |F ' (0) Jdt] = |F" (t) dtl, 
deci | 
|ds| = |d|. (48y 


Așadar, modulul elementului de arc al unei curbe este egal cu modulul 
diferențialei vectorului de poziţie al punctului curent al curbei. 
Scriind relaţia (46) sub forma 


Ba EN 8 LA AP CEA 16 
z= (3) sales Fa) ' A 
şi ridicînd ambii membri la pătrat, obținem relația 

ds? = da? + dy? + dz, (49) 


care exprimă pătratul elementului de arc cu ajutorul diferențialelor dz, 
dy, dz ale coordonatelor punctului curent al curbeil. 
„În cazul cînd curba este plană, situată în planul z=0, relaţia (46) se 
scrie 
ds 2 2 
ai Va) + (a 


iar de aici rezultă relaţia 


ds? = da? + dap. (50) 
Pentru o curbă plană dată printr-o ecuaţie polară, obținem uşor relaţia 
ds? = dọ? + p2du?. (51) 


Aplicaţii. I. Să se calculeze lungimea arcului cicloidei2 
x = a(t —- sint), y = a (1 — cost), 
de la începutul unei arcade pînă la punctul curent al arcadei (fig. 14). 
Avem l 
z’? + y? = 2a? (1 — cos t) 
şi deci | 


t t 
s = aţi (1 — cost) dt = 2a (sin di = da [1 — cos] = ga sin? `- 
0 0 


1 Putem de asemenea obţine relaţia (49) din (48), unde ţinem seama că 
dř = dz-i + dy. j + dzek. 


Pentru definiţia cicloidei, a se vedea exerciţiul 13 de la sfîrsitul capitoluluă . 


3 — Geometria diferențială 
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Pentru a obține lungimea unei arcade, trebuie să facem, în rezultatul 
precedent, t = 2r. Deducem că lungimea unei arcade a cicloidei este 8a. 


II. Să se calculeze lungimea arcului cardioidei! 
p =a(1i + cos o), 


de la punctul P la punctul M, corespunzătoare valorilor 0 și œ ale unghiului 
polar (fig. 15). 
vem 


p2 + p? =a (L + coso)? + asin?w = 2a? (1 + cos w) = 4a? cost» 


Fig. 14. 
încît 
(5) o) w 
s =à ve + p'2 do = 2a$ cos -> do = 4a| cos = d = kasin. 
0 © 0 


Urmează că arcul PMO, egal cu jumătate din cardioidă, are lungimea 
4a sin =. = 4a, deci lungimea întregii cardioide este 8a. i 


III. Lungimea arcului elicei circulare. Ecuația vectorială a elicei cir- 
culare fiind = 


F = a cos ti + asint] + btk, 
avem | 
F' = —asinti + acostj + bă, 


deci 
|F'| = Vazsin2i + a? cos? t + b? = Va? + dă, 


1 Cardioida este un melc al lui Pascal. Melcul lui Pascal se defineşte astfel: Pe un 
cere de diametru a se consideră un punct fix O şi un punct variabilM, iar pe dreapta OM 
segmentele MP şi MQ de lungime dată b. Locul geometric al punctelor P şi Q este 
un melc al lui Pascal. Dacă b=a, melcul poartă numele de cardioidă. 

O altă definiţie a cardioidei este dată în nota relativă la exerciţiul 14 de la sfîrşitul 
«capitolului. 
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Deducem că lungimea arcului AM, de la punctul A corespunzător va- 
lorii 0 pînă la punctul curent M corespunzător valorii t a parametrului, este 


i t 
s =( Væ F P d = yF | ae. 
i 0 0 
adică 
s= ty a2 + b. 
Dacă notăm cu c lungimea arcului cercului de bază al cilindrului, cores- 
punzător unghiului ł, avem 


06 = at, t = 2; 
a 
Deducem 


VEFE, 
a 


Deci arcul elicei circulare este proporțional cu arcul cercului de bază! al 
cilindrului pe care este situată elicea. 


9. Transformări de parametru pe o curbă. Arcul ca parametru. Dacă o 
curbă este reprezentată printr-o ecuaţie vectorială 


F = F (i), (52) 


cu ajutorul unui parametru ż¢, putem obține o reprezentare a curbei cu aju- 
torul altui parametru t*. 

În adevăr, să considerăm un arc regulat A, A,al curbei și să presupunem că, 
atunci cînd t crește de la î, la tz, punctul curent M descrie arcul de la A, 
la Aa. 

Fie 

= t(t*) (53) 
o funcție de alt parametru t*, biunivocă și cu derivată continuă, astfel 
încît, pentru t* = tf şi t* — tf, avem respectiv t = ĉ şi t = tọ. 

Înlocuind, în (52), pe t prin ż(t*), obținem 


PF = P[t (t*)], (54) 
ceea ce constituie reprezentarea arcului 444 cu ajutorul parametrului t*. 
Cum 
ui i 0-8 (55) 
di* dt di* 


p4 p4 * dt {w . 
deducem că, dacă derivata -5 se anulează pentru o valoare tý aparţinînd 
t 


intervalului [tř, tš], punctul Mo al curbei, corespunzător valorii i, deci 
valorii tọ = t(î6), deși regulat în reprezentarea (52), apare ca punct singu- 
lar în noua reprezentare (54). 


1 De secţiune dreaptă. 


3* 
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Este natural însă să cerem ca punctele arcului A414; să rămînă și în repre- 
zentarea (54) puncte regulate ale curbei. În acest scop, trebuie să alegem func- 


. . . v . v a: v A 4 ` d {v 
“ia ż{t*) biunivocă, cu derivată continuă, astfel încît derivata să nu se 
t 

«anuleze pentru nici o valoare cuprinsă între ti şi t}. Cu această restricție, 
. dt . . w e ~ ~” - ud 

derivata -—, prin ipoteză continuă, păstrează același semn pentru toate 

i 

[valorile cuprinse între tf şi i, deci funcția t(t*)este strict monotonă 

în intervalul [:ř, t3]. 
Relaţia (55) ne arată cum se transformă derivata vectorului de poziție 

al punctului curent prin transformarea de parametru (53). Potrivit rela- 


ne n d? dF N ue ; poiu n ai 
iei (55), vectorii PELETE coliniari (deoarece al doilea se obține din primul 


di* 
2 a ad di A ~ A d? A s dř A 
prin Înmulțirea cu scalarul îri| , în acord cu faptul că atît gı cît şi g sînt 
- - . . A dF A . v 
vectori directori ai tangentei în M, =, avind acelaşi sens sau sens contrar faţă 
de după cum e > 0 sau 20 
de gı» după cum aa > Sau a < . 
Aşadar: 
Prin transformarea de parametru (53), orientarea curbei rămîne aceeaşi 
ei v v dt dt 
sau se schimbă, după cum — >Q sau — <Q. 
di* die 


Dacă funcţia t(t*) are derivată continuă şi care nu se anulează pentru 
mici una din valorile parametrului t*, cărora le corespund punctele regulate 
ale curbei (52), atunci (54) constituie reprezentarea vectorială a întregii curbe, 
æu ajutorul noului parametru /*. 

în particular, în lungul unui arc regulat F al curbei (52), putem alege 
<a parametru arcul s, adică lungimea s a arcului AM, cu originea în punctul 
{ix Ag şi extremitatea în punctul curent M. Dacă punctele Ap și M cores- 
Pund valorilor tg și t ale parametrului, lungimea s a arcului AM este dată 


de formula (45) 


t 
s = i lat. 


Să observăm că, dacă t>lo, valoarea ce se obţine pentru s este pozitivăl. 

Dacă însă tie, valoarea obținută pentru s, cu ajutorul formulei (45), 
este negativă. Convenim să considerăm — și în acest caz — această valoare, 
drept lungimea arcului AM. Cu această convenție, s apare ca o abscisă 
curbilinie a punctului curent al curbei. 


1 Deoarece funcția |r*(t) | de sub semnul f este pozitivă, iar limita inferioară h 
este mai mică decît limita superioară î. Acest fapt este în acord cu definiţia însăşi a no- 
fiunii de lungime a arcului. 

2 Deoarece limita inferioară tọ este mai mare decît limita superioară t. 
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EI =—=> 
În virtutea teoriei ÎRCJIUOE implicite, ecuaţia 
fiz |r r( i| di —s = 0 


defineşte pe t ca funcţie! de s: 


t = t(s), 
- ceea ce ne permite să obținem reprezentarea căutată 
F = F[: (s)], 


<u ajutorul arcului s, a arcului regulat I. 
n ce priveşte vectorul director al tangentei, avem 


d; d? di d? ds 


(56) 


Așadar, alegînd ca parametru arcul s, dat de formula (45), orientarea 
_<urbei nu se schimbă?. 

Putem schimba orientarea, astfel încît sensul în care s creşte să fie 
contrar sensului în care t crește. N-avem decît, pentru aceasta, să facem 
transformarea 


St —, 
deci să definim lungimea arcului AM prin formula 
t 
s = — f | F'(t) | dt. 
k 
În acest caz avem 
ds = 
— = — |F (t 
== —Iř (9|, 
deci E < 0, încît, în adevăr, cînd t creşte, s descrește. 


Relația (56) se scrie de astă dată 


a (56°) 
ds di ` | dt 
Luînd modulii în ambii membri ai relației (56), sau (56°), obținem 
a) 
ds | |: fn | 
adică 

d? = 
al 1. -(57) 


1 În adevăr, derivata parţială |r”(£) | în raport cu t,a primului membru al ecuaţiei, 
este diferită de zero în orice punct al arcului regulat T. 

3 Cele spuse, în ce priveşte orientarea, sînt valabile pentru necare arc regulat al 
curbei, deci pentru întreaga curbă. 
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Aşadar, modulul derivatei Z, a vectorului de poziție al punctului cu- 


rent al unei curbe, în raportul cu arcul s, este egal cu unitatea}. 
Notînd cu 7 versorul tangentei (vectorul-unitate al tangentei), orien- 
tată în sensul creşterii arcului s, avem deci formula 


Z dF 


adică: persorul tangentei (orientate în sensul arcelor crescătoare), într-un 
. . d . . Lă . 
punct al unei curbe, este derivata Ta vectorului de poziţie al punctului. 


Deoarece 


înseamnă că componentele «,ĝ,y ale lui 7, cosinusurile directoare ale tangen- 
tei, sînt date de formulele 


dz __ dy __ dz (59) 


% = — 3 = _ — 3} = _ — o 


ds ds 


Pentru o curbă plană, situată în planul z = 0, avem 


AI N aE a) 
mT + A J» 
încît cosinusurile directoare ale tangentei sînt 
dr dy 
= = = >. 60 
=, pai (60) 


Observaţii. I. Proprietatea unei tangente de a fi staţionară este 
_invariantă faţă de o transformare de parametru. 


În adevăr, Mọ fiind un punct al curbei 
F = F (t), 


: to | 
să facem o transformare de parametru (53), astfel ca derivata = să nu se 


anuleze în Me. 
Avem, indicele zero indicînd valori în Ms: 


d? dř dt 
—] = |—] | —ļİ > 
(in), a (zs) o 
(52) A = (a F | (Z (i di E 
di*2'9 dt? R Aa dt di*? 
1 În general, AA. este vectorul-unitate (vectorul unitar) cu aceeaşi direcție şi acelaşi 


jä 
sens ca şi vectorul ă, pe cînd — FI este vectorul-unitate cu aceeaşi direcţie ca şi â, dar 
â 


de sens contrar. 
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de unde 


Cu dp dp . 
e) m), = = (3 9 x (a, Fal 
ceea ce justifică afirmația de mai sus. 
II. Considerarea arcului drept parametru se impune într-o serie de pro- 
bleme din teoria curbelor. Nu este însă totdeauna necesar să obținem repre- 
zentarea efectivă cu ajutorul arcului, deoarece putem considera că vectorul 


de poziţie depinde de arc prin intermediul parametrului inițial. Astfel am 


procedat cînd am obținut formulele (56) și (56'), care exprimă versorul 7 = z 


al tangentei, cu ajutorul parametrului t. 


Aplicaţie. Să se calculeze versorul tangentei în punctul curent al 
"elicei circulare. Să se obțină reprezentarea elicei cu ajutorul arcului drept 
parametru. 


Ecuația elicei fiind 


F = acosti + asintj + btk, 
avem 
F' = —asinti + acost] + bă, 
deci 


„N A 


a sint a a cost = 
Vai + it Ța E) + ja ba 


În aplicaţia precedentă, am obţinut relația 


= i Vaz E, (1) 


care exprimă arcul s cu ajutorul lui t, originea arcului fiind punctul corespun= 
zător valorii t = 0. 


Rezultă că ecuaţia elicei se scrie, dacă luăm arcul drept parametru: 


Tae 


= . 8 7 . 8 3 bs > 
Pa cos e a a Pi a (II) 


Se vede că expresia ce se obține pentru 7, înlocuind pe t prin valoarea 
dedusă din (I), este aceeași cu expresia ce se obţine din (Il) derivînd în ra- 
port cu s. 

Expresia lui 7 și ecuaţia (II) au fost obţinute păstrînd orientarea 
elicei (sensul în care s crește este acelaşi cu sensul în care t crește). 

Dacă vrem ca, prin alegerea arcului ca parametru, orientarea elicei 
să se schimbe, trebuie să definim arcul prin formula 


t 
s = — f 17" (0) ldi, 
to 
adică | 


s = — t J + b. 
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În acest caz obţinem 


_a sint + a cost = b 7 
Va 3 b Ya? F d: yapi ’ 


T= 


iar în locul ecuației (II) obţinem ecuaţia 


Pet s 3 . 8 bs F 
F = a COS n L — a SIN -o === 
Va + b Va! + b Ya? 4 b? 


$ 2. Studiul unei curbe 
în vecinătatea unui punct singular 


10. Curbe reprezentate parametric. Ne propunem să studiem compor- 
tarea unei curbe în vecinătatea unui punct singulari. Vom considera această 
problemă în primul rînd pentru curbele — plane sau în spaţiu — reprezen“ 
tate parametric, în al doilea rînd pentru curbele plane reprezentate implicit. 

Fie o curbă C, dată prin ecuaţia 


F = F (t), 


şi Mo un punct singular de ordinul p al curbei, corespunzător valorii tọ a 
lui t. Înseamnă că avem relațiile cir 


F’ (to) = F” Lto) = ... = F(P-1) (to) = 0, FI?) (to) +Æ Q. 


Vectorul F’ (tọ) fiind nul, nu putem afirma deocamdată nimic în ce 
priveşte existența tangentei în Mo. 

Să considerăm secanta MoM, determinată de Mọ şi punctul curent M 
al curbei, corespunzător valorii t a parametrului, apropiat de Mọ. Avem, 
dezvoltînd vectorul F(t) după formula lui Taylor și punînd, pentru pre- 
scurtarea scrierii, F(t) = F, F(to) = Fo, Fl (to) = Foli): SA 


——— — 4 )P — 
MM = F —- Fo = zii (pp + €), 
-p! 


unde £ este un vector care tinde către zero cînd t —> te. 
Deducem 


P! SM raa 
[TEA MM = Fo + E€. 


Vectorul —P—— M,M este coliniar cu MM, deci situat pe secanta MM. 
E d 0 P 0 
Ti 0 . . — . 
Cînd t —> tọ, punctul M tinde către My, iar vectorul € tinde către zero, 


încît 


. [i n 
lim —P:— MM = FP, 
t> lo (t — to)P 


1 Admitem că punctele singulare sint izolate între ele, altfel spus, într-o anumită 
vecinătate a unui punct singular, o curbă nu mai are alte puncte singulare. 
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Deducem că secanta MM are o limită bine determinată, tangenta în Mo, 
al cărei vector director este derivata FP. 


Tangenta în Mọ are astfel ecuația vectorială 
(F — Fo) X FP’ = 0, 
echivalentă cu ecuația 
P = Fo t APP 


deci ecuaţiile 


Punctul Me fiind punct singular de ordinul p, fie 7 prima derivată 


necoliniară cu F. Dacă punctul curent M este apropiat de My şi dezvoltăm 
vectorul de poziţie F al lui M după formula lui Taylor, oprind dezvoltarea la 


derivata F(7, avem 
— ip _ t— t) ză 
= POL.. ( a (79 + 2), 


z fiind un vector! care tinde către zero cînd łt—> în. 
Vectorii FP PI aa pa) fiind — prin ipoteză — coliniari cu PP, avem 


MM =F — r= Ë 


1 a — 
POHD = dpi PP paeas FO = APP. 
Deducem pentru MoM expresia 


MM = EE (1 p m) e br +3), 


unde y este scalarul 


i—i E SI (Zbor P 
Pao aaa dili dolar? pri 
care tinde către zero cînd t— to. 
Punînd încă 


PER 


a = p(n), =P +E, 


obţinem 


1 În cazul cînd curba C este plană, E este situat în planul curbei (ca şi vectorii 
FP, 7919). 
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Vom presupune deocamdată curba C plană. Vectorul & este coliniar și . 
are același sens cu F, iar vectorul b diferă destul de puțin (prin vectorul €} 
de F® (fig. 16). Vectorii a şi B, a căror sumă este MM, sînt coliniari 
respectiv cu vectorii & și b 

Sensurile vectorilor a şi B depind însă de parităţile numerelor p și q. 
Sîntem conduși astfel să considerăm cazurile următoare. | 

Cazul I:p şi q pare. În acest caz, (t — to)? și (i—to) fiind pozitive, vec- 
torii æ şi B au sensurile vectorilor & și d. 
Deducem că, în vecinătatea lui Mg, punctele curbei C sînt situate în 


unghiul (mai mic decît n) format de vectorii FOP) şi pO, 


go 


Fig. 16 Fig. 17 


Dacă t — apropiat de tọ — crește prin valori mai mici decît tọ, vectorii “ 
a, B şi suma lor MM tind către zero: punctul curent M descrie un arc regu- 
lat care se termină în Mg, tangent în Mọ vectorului piP) (dreptei-suport 
a acestui vector), iar dacă t crește începînd cu valoarea tọ, modulele vectorilor 
x, B, MoM cresc: M descrie un alt arc regulat, începînd din Mo, tangent de 
asemenea în M, vectorului FP’. Cele două arce sînt — în vecinătatea lui My— 
de aceeaşi parte a fiecăruia din vectorii FP) și PO (fig. 17). | 

Punctul singular Mg poartă numele de punct de întoarcere de speța a 
doua al curbei C. 

Cazul II: p par, q impar. De data aceasta, (t-— tọ)? este pozitiv 
— încât a are același sens cu & (deci cu FP’) — oricum ar fi t faţă de tọ, pe cînd 
(t— to) este negativ — deci B şi b sînt de sensuri contrarii — dacă t< to, și 
pozitiv — deci P şi Ë sînt de același sens — dacă t > tọ. 

Cînd t crește prin valori mai mici decît tọ, punctul curent M descrie 
un arc regulat care se termină în Mo, tangent în Mọ lui 7) şi situat în un- 
ghiul (mai mic decît m) format de vectorii 7) și — P® (opus lui FP); cînd t 
creşte începînd cu valoarea tọ, M descrie un alt arc regulat, începînd din Mọ, 
tangent de asemenea în M, vectorului 7 şi situat. în unghiul format de 


vectorii FP, P® (fig. 18). 
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Punctul Mp se numeşte în acest caz punct de întoarcere de prima speţă 
al curbei C. 

Cazul III: p și q impare. În acest caz, a şi B au sensuri contrarii faţă 
de â și b, sau aceleași sensuri, după cum t< tọ sau t>to. 

Deducem că, dacă t (apropiat de tọ) crește trecînd prin valoarea to, 
punctul curent M descrie un arc care străbate tangenta în Mọ (dreapta- 
suport a vectorului F), una din cele -q 
două porțiuni ale arcului — separate de ® 
My— fiind situată în unghiul format de 
vectorii FPP şi PW; pe cînd cealaltă por- 
țiune este situată în unghiul opus la 
virf cu unghiul (PP, P@). 

Punctul My este punct de inflexiune 
al curbei C (fig. 19). 

Cazul IV; p impar, q par. Vectorulă 
are sens contrar sau acelaşi sens cu ĝ, 
după cum t< tọ sau t> tp pe cînd B Fig. 18 
are în ambele cazuri același sens cu 5. 

Rezultă că, dacă crește trecînd prin valoarea tọ, M descrie un arc situat 
de aceeași parte a tangentei în M, cele două porțiuni ale acestui arc — sepa- 
rate de Mo — fiind una de o parte, iar celaltă de cealaltă parte a vectorului F®. 
Concavitatea curbei, în vecinătatea lui Mọ, este îndreptată de partea vec- 
torului F® (fig. 20). 

În cazul cînd curba C este o curbă în spaţiu, aspectul ei, în vecinătatea 
punctului singular Mo, este asemănător cu cel al unei curbe plane, cu deo- 
sebirea că, în afara lui M, punctele curbei nu sînt situate în planul vec- 
torilor 7 , P®, ci apropiate de acest plan. 


A Q) È q 


Fig. 19 Fig. 20 


Observăm că, în cazurile III și IV, cînd p este impar, curba are — în 
vecinătatea punctului singular Mọ — același aspect pe care-l are în vecină- 
tatea unui punct regulat. Acest fapt este explicabil, deoarece My este punct 
singular aparent la curbei. 
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TE == 


În adevăr, ecuaţia curbei C (plane sau în spaţiu) fiind! 
{t — to)? pP) (t — to) P+t apti) (E — to)P+2 (p+) 
P= for le p azer, pie y MENPE ppt 4 
t p (P +1)! (p +2)! 
unde p este impar, iar F? Æ 0, să farem transformarea de parametru 
P= (t z to), 


-a cărei inversă este 


1 
t = to + TP, 


1 .. . . . 
qp fiind rădăcina reală de ordinul p a lui 7. 


Prin această transformare, ecuația curbei C devine 


pil p +2 
P 
TPP FP+t 1) pr 
P=Ș sa Z E 
ot Ea FENTY + PEET + , 
și derivînd în dp. cu T E aa 
1 2 
d? 1 2 tT? 1 rP 2 
== a 4 PP 4 PPD) o... 
dr p! p!p (p +1)!p 


Deducem că, pentru valoarea 7 = 0, căreia îi corespunde Mo, avem 
dF 4 
Bir 

o 


deci 


Așadar, în noua reprezentare parametrică a curbei C, Me este punct 
regulat. 
În consecinţă putem enunţa propoziţia: 
Un punct My al unei curbe C 
F = îi 


în care se anulează derivatele FẸ, (i = .» p— 1), fără să se anuleze deri- 
vata PP), este punct singular al curbei numai i dacă p este par. 


Dacă F? este prima derivată necoliniară cu FP’, Moeste punct de întoarcere 
de prima speţă sau de a doua speţă, după cum q este impar sau par. 

Dacă. p este impar, Mo este punct singular aparent al curbei C, fiind 
punct de ințleziune cînd q este impar. 


Aplicaţie. Să se determine natura punctelor singulare ale curbe: 


91: 11- 
p= Itti aie 
92 27 43 


1 Ne situăm în ipoteza că funcția Fà?) este analitică. 
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Avem 
2 9:8 —1i:s 1 94—11: 
Pa 9 a 
9 8 dia t4 d 
E AI 


4V3 = K 
y3 deci coordonatele = = Fa 3 


au vectorii de poziţie Fo = 2i Fy 
Derivata de ordinul al doilea a lui F fiind 
(A 344-1: 
Biti; y Lai 


3 t4 


de unde se vede că vectorul F’ se anulează pentru t = 
Acestor valori ale lui £ h corespund două puncte singulare A, B, care 
E 


F = 


avem, pentru tł ph: 
deci, potrivit notațiilor de mai sus, p = 
Mai departe, derivata de ordinul al treilea a lui F fiind 


p” = EEEE 
3 5 9 


avem 


— 
co] col 


pentru î = + 
F 4/3'6i +5V3j). 


F = 
Este clar că F; şi 7; sînt necoliniari 
Fo X Fo =Æ 0, 


„deci q = 3. 


Cum p este par, iar q impar, punctele A și B sînt puncte de întoarcere 
de prima speță ale curbei date 
411. Invarianța ordinului unui punct singular. Să presupunem că un 


punct Me al curbei C, 
F =F (t), 
este punct singular de ordinul p. Aceasta înseamnă că sînt satisfăcute rela- 
iile (unde indicele zero indică valori în Mo) 
PP = 0, (i= 1, n p— 1 
( p -— 1) (61) 
PP a 0. 
Presupunînd, de asemenea, că F(? este prima derivată necoliniară 
i avem ' 
=0, = IDE a i 
(pr 9) (62), 


cu F 
f p(P) xF FÒ = 


PP xPP O. 


N 
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Dacă facem o transformare de parametru 


= ` t = t(7), (63) 
astfel că l 
(5) £0, (64) 
obținem relaţiile a 
5), P HR 
(22) = aai + A! PU + $ Ape + 7 F 2), (65) 


drè 0 
(i = 2, 3, .), 


. o . d?t i~i? 
coeficienţii A sic A 2 depinzînd de | — Sss (5) : 
dr?jo dri™ Jo 


În virtutea condițiilor (61), deducem 


(=) = , (ü=4,...,p—1), 


23, me 
dP]o 
Relaţiile (63) se scriu acum sub forma 
5) = p”) HK 
0 
dr? 9 dr 0 
t -à {dt} i PE R l 
(=) = OR air pe C aie A; 2RD, (i = p + 1, p + 2, al 


dzt)o 
de unde, în virtutea condițiilor (62), deducem 


ei A ii a 0, (i=p+i,-.„q9—1) 


p a 
(=) x (=) =Æ 0. 
dr?)0 dr?Jo 
Putem deci enunța propoziţia: 
Ordinul și natura unui punct singular ale unei curbe C sînt invariante fuță 
de o transformare de parametru (63), pentru care este îndeplinită condiția (64). 
În sfîrşit, printr-un raționament analog cu cel prin care am pus în evi- 
dență invarianța noțiunii de tangentă staționară față de transformări de 


coordonate carteziene!, se stabileşte că ordinul și natura unui punct singular 
ale une. curbe sînt invariante faţă de o transformare de coordonate carteziene. 


tvy, §1, 9. 
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12. Curbe date prin ecuaţii implicite. Curbe algebrice, curbe unicursale. 
Vom studia acum comportarea, în vecinătatea unui punct singular, a unei 
curbe plane date printr-o ecuaţie implicită 


F(s, y) =0. (66) 


În studiul pe care-l facem, folosim dezvoltarea — după formula lui 
Taylor — a funcției F(z, y), în vecinătatea valorilor £o, Yo: 


F(z, y) = P? + (2 — to) Fè + (y — yo) Fy + = [(e— to) FR + (y— y) Fy” + 
+ le —a0) Fe + (y — yo) FI + Rasa 


unde F°, ETS, Fe, Fu ... reprezintă valorile, pentru v = 2, Y = Yo, ale 
funcţiei F(x, y) şi derivatelor parţiale Fp, Fy, Fox Faye ... ; exponenţii(2),...,(n) 
indică puteri simbolice!, iar restul Rau are expresia 


Ra = = [(2 — 20) Fz + (Y — Yo)Fa]"+9, 
Fg, Fa, ... însemnînd valorile derivatelor F}, Fy, ..., obţinute înlocuind 
pe x, y respectiv prin 


E = zo + B(x — 20), N = Yo + Oly — Yo), (0 <0 <1). 


Punctul M, fiind singular pentru curba (61), sînt satisfăcute — cum 
ştim — relațiile 


Fo = F} = F = 0. 


Înseamnă că, în dezvoltarea primului membru al ecuației (66) după 
formula lui Taylor în jurul lui Mọ, lipsesc termenii de gradul întîi în z, y 
şi termenul liber. 

Deoarece, în cele ce urmează, ne vom situa în soia că Mo este punct 
dublu, vom opri dezvoltarea la derivatele de ordinul al doilea sau al treilea. 
Putem presupune încă, pentru simplificarea scrierii, că originea sistemului 
de coordonate coincide cu punctul dublu Mo. Aceasta se poate realiza printr-o 
translație a sistemului de axe coordonate?. 


1 Puterea simbolică [(2—z0)F0 + (y— Yo)FOP se înţelege astfel: se ridică 
(2—z0)F +(y—y)F} la puterea p şi apoi produsele de forma (79) (79), e+t=p), 
se înlocuiesc prin Fa 


2 Se poate uşor in că ordinul unui punct singular este invariant în raport cu o 
transformare de coordonate 


D= ms + biy’ + c Y= agt’ + bay’ + Ca, ps | caii 
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Astfel fiind, oprind dezvoltarea la derivatele de ordinul al treilea, 
«ecuaţia curbei (66) se scrie 


4 : 
(2F3 + yF)? +È (zF; + yF)” = 0, (67) 


(č = 0z, n = 0y; 0 < 90 < 1) 


adică dezvoltat 
1 , 
aF H2ey E +y2F hy + — 3 (F geg H3IryYF gsn +32V2F gnn HYF nmn) =0. (67”) 


Evident, Fzzz, Feen Fenn, Farn sînt funcţii de variabilele x, y, valo- 


vile acestor fanet, pentru 2 = y = Q, fiind respectiv Fu, Foss Ii Pon 
Să asociem acum curbei dreptele D,, Da reprezentate de ecuaţia 


(£F + yF) P = 0, (68) 
adică 
aF + 2ayFoy + PE3y = 0. (68) 


Coeficienţii unghiulari î,, î ai acestor drepte, care trec prin origine, sînt 
daţi de ecuaţia 


Fea + UFL + Foy =0, (69) 
adică 
(Fz + tF)? = 0. (69°) 


Vom distinge trei cazuri, după cum dreptele D4, D; sînt reale distincte, 
confundate sau imaginare, deci după cum avem (Fiy) — FRF > 0, 
0 12 0 720 0 y2 0 p0 
(Fzy) — FxsxFyy = 0 sau (Fu) — Fsxlyy < 0. 


Cazul I: dreptele D,, Da sînt reale distincte. Despre coeficienții unghiulari 
Li, te ai dreptelor D,, Da presupunem că sînt ambii finifi, ceea ce are loc dacă 
Fu 3 0. Aceasta revine a presupune că nici una din dreptele D,, Da nu se con- 
fundă cu axza Oy, situaţie ușor de realizat totdeauna printr-o rotaţie a axelor 
de coordonate. 

Vom arăta că ecuaţia (67) — deci (66) — reprezintă, în vecinătatea 
originii, două arce regulate trecînd prin origine, tangentele în origine la 
aceste arce fiind dreptele D,, Da. 

Fie M(x, y) punctul curent al curbei. Indicînd prin t coeficientul unghiu- 
lar al dreptei OM, avem 


jale © W 


Dacă, în ecuaţia (67), înlocuim pe y prin ix și suprimăm factorul z?, 
obţinem ecuația 


(2, 1) = (F? + FIO + zọ(z, t) = 0, (74) 
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unde am pus 
1 


F (£F + yYFn) ELis. (72) 


e (7, t)= 


Funcţia ọ(x, t) este continuă (deci mărginită) pentru z apropiat de 
zero şi £ finit și are derivate parțiale continue (deci mărginite). 

Să arătăm că ecuația (71) definește două funcții implicite de variabila v. 

În adevăr, pentru 2 = 0, t = t, avem 


® (0, 4) = 0. (73) 
Derivata parțială, în raport cu £, a funcției P(z, t) este 
D(z, t) = 2(F$y + tF) + tole, d). 


Ecuația (69) avînd rădăcinile l, le distincte, derivata 2 (Fly + tF?,), 
a primului membru al acestei ecuații, este diferită de zero pentru t = ti, 
încit avem 


(0, t1) = 2(Fry + Fu) # 0. (74) 
Relaţiile (73) și (74) ne arată că ecuația (71) definește pe £ ca funcție 
de s: 
t = ®, (z), 
astfel că 


tı = ®,(0), 


această funcție avînd derivată continuă în vecinătatea valorii z = 0. 
Cum abscisa și ordonata punctului curent M al curbei sînt legate prin 
relația (70), rezultă că, în vecinătatea valorii z = 0, ecuația (67) admite 
soluția 
y = 20,(2). (75) 
Funcția y astfel obținută are derivată continuă 
y = (2) + z0,(7), 
În vecinătatea valorii z = 0. 
Pentru z = 0, avem y = 0 şi y’ = 0,(0) =. 
"Înseamnă că ecuația (75), obținută din (67), reprezintă în vecinătatea 
originii un arc regulal, a cărui tangentă în origine este dreapta D,. 
».. Plecînd de la rădăcina łą a ecuaţiei (69) și raţionînd în mod absolut 
asemănător, obţinem un alt arc regulat 


yY == 2Da(2), 


care trece prin origine, a cărui tangentă în origine este dreapta D}. 


4 
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În definitiv putem spune: 


În cazul cînd dreptele D,, Da — reprezentate de ecuația (68) — sînt reale 
distincte, ecuaţia implicită (66) reprezintă, în vecinătatea originii (punctul 
dublu), două arce regulate, ale căror tangente în origine sînt dreptele D4, D3- 


Altfel.spus: 


În cazul cînd dreptele Dı, Da sînt reale distincte, curba (66) are două 
ramuri ce trec prin origine (punctul dublu al curbei), tangentele în origine la 
cele două ramuri fiind drepiele Dı, Da. 


Y Unui punct dublu cu tangente reale 


0, distincte i se mai spune nod, deoarece, în 
vecinătatea unui astfel de punct, curba 
are în general forma din figura 21. 


Observaţie. Am presupus că 
nici una din dreptele D,, D, (tangentele 
în punctul dublu) nu coincide cu axa 
Oy. O dată stabilită forma curbei în 
vecinătatea punctului dublu, putemridica 
această restricţie. În adevăr printr-o 
rotaţie a sistemului de axe de coordonate 
în jurul originii, putem face ca una din 


tangente să coincidă cu axa Oy. În acest caz, în ecuaţia (69) vom avea Fy, =0. 


Fig. 21 


. 


Cazul II: dreptele Dı, D, sînt confundate. În acest caz, rădăcinile ecua- 
tiei (69) sînt egale: 


Vom presupune și de astă dată că t, este finit, deci Fyyzz0. 

Calea urmată în cazul I nu mai convine în cazul II. 

În adevăr, tı fiind rădăcina dublă a ecuaţiei (69), derivata primului 
membru al acestei ecuaţii se anulează pentru t = t: 


2 (Fu F Fu) == 0, 
încît, pentru z = 0, t = th, avem 
(0, 4) = 0, 040,4) = 0. (76) 


Deci ecuației implicite (66) 
D(z, t) =0 


şi variabilei t nu li se mai poate aplica teorema de existență a funcțiilor 
implicite. 

Vom arăta în schimb că, în general, ecuația (71) ne permite să exprimăm 
pe x cu ajutorul lui t. 

În adevăr, derivata în raport cu z a primului membru al ecuației (71) 
este 


D(z, t) = ọ (x, t) + zel(z, t), 
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încît 
O,(0, tı) = e (0, t), 
adică, ținînd seamă de (72), 
1 
O,(0, tı) Zy (Fi + Ft”. (77) 
Dacă | 
(Fè + UFO Æ 0, 


deci dacă rădăcina dublă a ecuaţiei (69) nu este în același timp rădăcină a 
ecuaţiei 


(F$ + 179)” = 0, (78) 
ceea ce constituie cazul general, în care ne situăm în cele ce upraază; atunci 
avem 

D,(0, 4) Æ 0. (79) 


În acest caz (79) şi prima relație (76) ne arată că ecuaţia (71) defineşte 
pe z ca funcţie de t: 


z= YU), (80) 


astfel că, pentru î = bi avem g = 0, această funcţie avînd derivată continuă 
în vecinătatea valorii £ = ij. 
Ținînd seamă de (70), deducem 


y = tY (t). (80”) 


Ecuațiile (80) și (80') ne dau o reprezentare parametrică a curbei (66), 
în vecinătatea originii (punctului dublu), în cazul cînd dreptele D,, De 
sînt confundate. 

Din însuși modul cum a fost introdus, parametrul t este coeficientul 
unghiular al dreptei OM, determinată de origine şi punctul curent 
M (x, y) al curbei, ecuaţia acestei secante fiind 


y = tiz. 
Dacă it, coordonatele z, y, ale lui M, date de (80) și (80°), au respectiv 
limitele 
s(L) =0, y(h) = ha (h) =0. 
-Deci punctul M tinde către origine, încît limita secantei OM este tan- 
genta în O la curbă. 
Aşadar, tangenta în origine la curba (66) este dreapla reprezentată de 
ecuația 
| l y = tt, 
adică dreapta dublă D,, al cărei coeficient unghiular t, este rădăcina dublă a 
ecuaţiei (69). 


4" 
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Ne propunem acum să studiem poziţia curbei față de tangenta în 
origine. În acest scop vom dezvolta abscisa æ a punctului curent M după 
formula lui Taylor, după puterile lui i—t,, oprind dezvoltarea la derivata 
de ordinul al doilea. | 

Știm că s(t) = 0. Avem apoi, potrivit teoriei funcţiilor implicite, 


pi e alte (81) 
P(x, t) 


încît, ţinînd seamă de a doua relație (76), x'(4) = 0. 
Deducem, pentru x, dezvoltarea 


z = [i +0 —u)], (0<0<4). (82) 
Derivata z"(t) poate fi calculată plecînd de la formula (81). Avem astfel 
æ" (t) = — (Du + Dixa’) Pa n + Daxez) D, 
şi deci 
n Sne, D, (0, t) E 
d zl Ai 
Însă 
D(z, t) = 2Fyy + 2Pu (x, t), 
deci 


l Da (0, i) = 2Fyp 
încît, ţinînd seamă de (77), obţinem 
6r? 
P(n) = II 
(Fi + FD 


Potrivit ipotezelor în care ne-am situat, valoarea x(t) a derivatei 
z"(4), pentru t = tu, este diferită de zero și finită. În virtutea continuității, 
z"(L) păstrează acelaşi semn într-o anumită vecinătate a valorii t=t,. 
Cum apoi, pentru orice valoare a lui t din această vecinătate, valoarea 
tı + O(t — ż) aparţine vecinătăţii, înseamnă că x”[ti + 0(t— t,)] are 
același semn cu z"(t,). 

Ținînd seamă de (82), deducem că și abscisa x, a punctului curent M 
al curbei (66), are același semn cu z”(î,), ceea ce înseamnă că, în peci- 
nătatea originii, curba este situată de aceeaşi parte a axei Oy. 

Fie N punctul în care paralela prin M la Oy taie dreapta D, (tangenta 
la curbă în 0). 

Coordonatele lui M fiind z şi y = tz, coordonatele lui N sînt z şi tiz,, 
încît lungimea segmentului orientat NM este 
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Deoarece, în vecinătatea valorii t = î,, z are (cum am văzut) același 
semn cu z“(4,), fie de exemplu z“(4,) > 0. În acest caz dacă £ — apropiat 
de t, — crește prin valori mai mici decît (., avem 

i t—4h<0 
deci NM <0. 

Punctul M descrie astfel un arc regulat situat dedesubtul tangentei D, 
în O și la dreapta axei Oy. 

Dacă i—apropiat de t,— creşte prin valori mai mari decît tı, avem 
t faac t > 0, 
NM >90. 


Punctul M descrie un arc regulat situat deasupra tangentei D, în O 
şi la dreapta axei Oy. 

În definitiv, în vecinătatea originii, curba se prezintă ca în figura 22. 
Originea (punctul dublu) este punct de întoarcere de prima speţă al curbei. 
l Dacă z"(t,) < 0, atunci originea este de asemenea punct de întoarcere 

de prima speță, curba prezentîndu-se (în vecinătatea originii) ca în figura 23. 

Putem deci spune: 

Dacă dreptele Dı, D, sînt confundate şi rădăcina dublă a ecuației (69) 
nu este în același timp rădăcină a ecuației (78), originea (punctul dublu) este 
punct de întoarcere de prima speţă al curbei (66). 


deci 


În cazul studiat mai sus, ne-am situat în ipoteza că rădăcina dublă a 
ecuaţiei (69) nu este în acelaşi timp rădăcină a ecuaţiei (78). 

Cazul excepţional cînd ecuaţiile (69) și (78) au o rădăcină comună, 
care este rădăcină dublă pentru ecuația (69) , necesită un studiu special. 


Y 


Fig. 22 Fig. 23 


În vecinătatea originii (punctului dublu), curba poate avea un aspect dife- 
rit de aspectul pe care-l are în cazul general (studiat mai sus). 
De exemplu, să considerăm curba dată de ecuația 


z — zt + 2229 — y? = 0. (83) 
Se găseşte ușor că originea este punct singular de ordinul al doilea și 
că rădăcina dublă (t = 0) a ecuaţiei (69) este rădăcină a ecuaţiei (78). 
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Rezolvînd ecuaţia (83) în raport cu y, obținem 
y = (1 + Yz). | 

Curba are deci două ramuri C, și C3, reprezentate respectiv de ecua- 

tiile explicite 
y = è(1 + Va), y = 4 — Va). (84) 

Deoarece trebuie să presupunem z > 0, iar pentru z = 0 obținem y = 0 
din ambele ecuații, înseamnă că cele două ramuri pleacă din origine spre 
partea pozitivă a axei Oz. | 

Din prima ecuaţie (84) se vede că, dacă z > 0, atunci y >0. În ce 
privește a doua ecuaţie, se vede că, dacă z este cuprins în intervalul (0, 1), 
y > 0, dacă x = 1, y = 0, iar dacă x >1, y < 0. Deducem că, în apro- 
pierea originii, ambele ramuri C, și Ca sînt situate deasupra axei Oz. 

Derivatele funcțiilor date de ecuațiile (84) fiind respectiv 


5 5 = 
y' = 2g +a, y’ = 2a ~z T|, 
şi cum aceste derivate se anulează pentru z = 0, axa Oz este tangentă în 
origine fiecăreia din ramurile C, şi Ca. 


Curba se prezintă, în apropierea originii, ca în figura 24. Originea 
(punctul dublu) este punct de întoarcere de a doua speţă al curbei. 


Fig. 24. Fig. 25 


Ca un al doilea exemplu, pentru care se prezintă cazul excepţional 
cînd ecuaţiile (69) și (78) au o rădăcină comună, care este rădăcină dublă 
pentru (69), considerăm curba reprezentată de ecuaţia 


æ -+ day — y? = 0. (85) 
Rezolvînd această ecuație în raport cu y, obținem 
y = (i+ Yr F1). 
Putem considera deci curba ca fiind formată din două ramuri date 
respectiv de ecuațiile explicite 


y=2(1+Vari), y= æe(1— VsF). (86) 
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Deoarece trebuie să avem z4+15>0, Inseamna că cele două ramuri 
pleacă din punctul A (— 1, 1). Biz prima ecuaţie (86) se vede că, 
dacă z > —1, atunci y>0 (y = 0 numai pentru z = 0). În ce priveşte a doua 
ecuație (86), dacă x este cuprins în intervalul (—1, 0), y >0, dacă z=0, 
y = 0, iar dacă x >0, y< 0. 


Derivatele funcțiilor date de (£6) sînt respectiv 


y = Ve +i + 504) e 2 Natt 5ra) 
Y 271 d Y Qx F1 i 


Deoarece aceste derivate se anulează pentru z = 0, axa Oz este tangentă 
în origine la fiecare din ramuri (fig. 25). 

Spunem .că originea (punctul dublu) este punct dublu de contact 
(sau tacnod) al curbei. 


Cazul IlI: drepiele Dı, D, sînt imaginare. În acest caz, oprind dez- 
voltarea funcţiei F(x, y) — după formula lui Taylor — la derivatele de 
ordinul al doilea și punînd 


A(z, y) = Faa(0z, 0y), Biz, y) = Fsy(0z, Oy), C(x, y) = Fyr, Oy), 
ecuația (66) se scrie 
Aa? + 2Bzy + C} = 0. (87) 
Potrivit ipotezei, funcțiile A, B, C sînt continue în vecinătatea originii, 
avînd respectiv, în origine, valorile Fre, Fi, Fu 


0 
Deoarece prin ipoteză avem (Fi) — FaFuy < 0, rezultă că avem de 
asemenea, într-o anumită vecinătate a originii: 


—AC<0. (88) 


Altfel spus, există un cerc cu centrul în origine, cu o anumită rază R, 
astfel că, pentru coordonatele z, y ale oricărui punct din interiorul acestui 
cerc, este satisfăcută inegalitatea (88). 

Deducem, din (88), că funcţiile A, C sînt diferite de zero în interiorul 
cercului (R). 

Ecuația (87) se poate scrie încă 


(Az + By)? + (AC— By = 0. 


Primul membru al acestei ecuații, fiind suma a două cantități nenega- 
- tive, nu poate fi nul decît dacă aceste cantități sînt amîndouă nule: 


Az + By = 0, (AC — B} y = 0, 
şi cum, în interiorul cercului (R), avem AC — B? Æ 0, A Æ 0, deducem 
z= 0, y=0. 


Aşadar, singurul punct din interiorul cercului (R), ale cărui coordo- 
nate verifică ecuația (87), deci și ecuația (66), este originea. 
Spunem că originea este punct dublu izolat al curbei (66). 


pone 
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Prin urmare: 


În cazul cînd dreptele D,, D, sînt imaginare, originea (punctul dublu) 
esile puncl izolat al curbei (66). 


În ce priveşte punctele singulare de ordin superior, urmînd o cale 
asemănătoare cu cea de la cazul Il, se obține următoarea teoremă: 


În vecinătatea originii, presupusă punci singular de ordinul p al curbei 
(66), unei rădăcini reale simple t) a ecuaţiei 


(Fi + if) = 0, (89) 


îi corespunde un arc regulat al curbei, a cărui tangentă în origine este ` 
dreapta y = t2. 

Unei rădăcini reale t — de ordinul s de multiplicitate — a ecuației (89), 
care nu este în acelaşi timp rădăcină a ecuaţiei 


(P2 + FIP = 0, | ` (20) 


îi corespunde o ramură tangentă în origine dreptei y = iz. 

Dacă s este par, ramura corespunzătoare rădăcinii t, are originea drept 
punct de întoarcere de prima speţă, iar dacă s este impar, ramura este formată 
din două arce regulate care pleacă din origine în sensuri contrarii, situate de 
aceeași parte a tangentei. 


Cazul excepţional, cînd o rădăcină reală multiplă a ecuaţiei (89) este 
în același timp rădăcină a ecuaţiei (90), necesită (ca și în cazul punctului 
dublu) un studiu special. 


Consideraţiile de mai sus se aplică, în particular, curbelor algebrice 
date prin ecuații implicite. Ecuația unei curbe algebrice de ordinul n se scrie 


P (zx, y) = Pa (3, y) + Pai (3, y) + -+ Palz, y) + P.(z, y) + Po = 0, 


Palt, yY), Paal, Y) Pale, y), Pu(z, y) fiind polinoame omogene de 
gradul n, n— 1, ..., 2, 1 respectiv, iar Po o constantă. 

Dacă originea este punct singular de ordinul p < n al curbei, în ecuaţia 
curbei lipsesc termenii de grad mai mic decit p şi termenul liber (nelipsind 
toţi termenii de grad p). 

Ecuațiile (89) şi (90) se scriu, în acest caz, respectiv: E 


P,(1, t) =0, Pall, t) = 0. 
Dintre curbele algebrice, o clasă importantă o constituie curbele uni- 
cursale, pentru care se pot obține reprezentări parametrice raționale 
= Pl, j= 94) , 
RU) RH 
P(t), Q(t), RU) fiind polinoame în t. 


O curbă algebrică de ordinul n, dată printr-o ecuaţie implicită şi având 
un punct singular de ordinul n — 1, este unicursalăl, 


i 


1 O teoremă mai generală, unde intervine noțiunea de gen al unei curbe algebrice, 
se poate vedea în Geometria analitică, proiectivă şi diferențială de G. Vrănceanu, 
Ed. didactică și pedagogică, 1962, p. 382. 
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“În adevăr, presupunînd punctul singular în origine, ecuaţia curbei 
se scrie 


Pilt, y) T Palt, y) z 0. . (91) 
Intersectînd curba cu dreapta variabilă | 
y=, (92) 


obținem ecuația 
a"P(1, H + emt Paal, t) = 0, 
care se descompune în ecuațiile 
al = 0, sP (1,5) + Paalt, t) = 0. 


Prima ne arată că dreapta (92) taie curba (91) în n — 1 puncte confundate 
în origine (punctul singular de ordinul n — 1), iar a doua ne dă abscisa 
celui de al n-lea punct M de intersecție 


m = = Pnl À, (93) 

PA(1, 4) | 

Ținînd seamă de (92), obţinem ordonata lui M 
— Pal), ' 
á Pali, 1) a 


_ Cînd t variază, punctul M variază, descriind curba, astfel încît (93) 
şi (93') constituie ecuațiile parametrice ale curbei, care sînt în adevăr ra- 
ționalet. 


$ 3. Asimptote 


13. Asimptote ale curbelor reprezentate parametric. Fiind dată o curbă 
plană C, prin ecuaţiile parametrice 
poa F 
| æ = f(t), y = g(t), (94) 
se poate întîmpla ca, atunci cînd t tinde către o valoare 7, finită sau nu?, 


valoarea absolută a uneia din funcţiile f(t), g(t) sau valorile absolute ale 
amîndurora să tindă către oo. În fiecare din aceste cazuri, distanţa de origine 


l OM = [r + 4? 
— a punctului curent M (x, y) al curbei — tinzînd de asemenea către oo, 
spunem că M descrie o ramură infinită a curbei. 


1 Pentru completări privind curbele algebrice şi curbele unicursale, se poate vedea 
cartea citată în nota precedentă. is 

2 Admitem deci că funcţiile f(t), g(t) sînt definite într-un interval (tọ, T) sau (T, to)» 
în care derivatele f'(L), g'() sînt continue, T putînd fi oricît de mare în valoare absolută. 
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Dacă există o dreaptă D astfel încît, cînd M se depărtează la infinit 
pe o ramură infinită a curbei C, distanţa lui M la dreapta D tinde către 
zero; spunem că D este asimptotă a curbei C (fig. 26). 

Să presupunem că o ramură infinită a curbeiC, dată prin ecuaţiile 
parametrice (94), admite o asimptotă D. În ce privește poziţia asimptotei 


Fig. 26 Fig. 27 


faţă de sistemul de axe, distingem două cazuri, după cum asimptota este 
paralelă sau nu cu una din axele de coordonate. 

Situîndu-ne în primul caz, să presupunem că asimptota D este paralelă 
c? Oy (fig. 27), ecuația ei fiind ` 


T =a4. 


Ld 
Distanţa la asimptotă a punctului curent M(z, y) al ramurii infinite 
este 


MN=|e—a|. 


Deoarece, cînd tT, M se depărtează , la infinit, iar distanţa lui M 
la asimptotă tinde către zero, înseamnă că abscisa z = f(t), a lui M, tinde 
către a. Pe de altă parte, distanţa de origine z? + y? tinzînd către co, va- 
loarea absolută a ordonatei y = g(t), a lui M, tinde de asemenea către co. 

Invers, dacă, atunci cînd ż tinde către o valoare T (finită sau nu), f(t) 
tinde către o valoare finită a, iar g(t) tinde către co, dreapta D reprezentată 
de ecuaţia 


este asimptotă a curbei C. 

În adevăr, atunci cînd i—T, abscisa x a punctului curent M(x, y) al 
curbei tinde către a, iar ordonata y tinde cătreco. Punctul M se depărtează 
la infinit, descriind o ramură infinită a curbei, iar distanţa | x — a | a lui M 
la dreapta D tinde către zero. 

amura infinită poate fi situată la stînga sau la dreapta asimptotei, 
după cum z tinde către a prin valori crescătoare sau descrescătoare, și se 
apropie de asimptotă spre partea pozitivă sau spre partea negativă a axei 0y, 
după cum y tinde către -+ co sau — oo. 


— 


Proprietăți elementare ale curbelor şi suprafeţelor 59 


În mod asemănător, dacă, atunci cînd t tinde către o valoare T’, fò 
tinde către co, iar g(t) către o valoare finită b, dreapta 


y =b 
este asimptotă paralelă cu Oxs a curbei C. 


Să ne situăm acum în cazul cînd asimptota D nu este paralelă cu niciuna 

din axele de coordonate (fig. 26) și fie 
y=mr-+p (95) 
e asimptotei. 

nseamnă că există o valoare T astfel încît, cînd t tinde către T, punctul M 
se depărtează la infinit pe ramura pentru care D este asimptotă. Asimp- 
tota nefiind paralelă — prin ipoteză — cu nici una din axe, ambele coordonate 
a = f(t) şi y = g(t) ale lui M tind către co. 

Fie N piciorul perpendicularei din M pe D, P punctul în care D se în- 
tretaie cu paralela prin M la Oy, « unghiul pe care D îl face cu axa Oz. Din 
triunghiul MNP avem 

NM = PM-|cos «|. 

Cumae +5, cos a Æ 0, încît NM și PM tind simultan către zero, 

atunci cînd M se depărtează la infinit pe ramura infinită. 


Abscisa lui P (aceeași cu a lui M) fiind f(t), deducem, ținînd seamă 

de (95), că ordonata lui P este mf (t) + p, încît 
PM = g(t) — mf (t) — p. 

Dacă, pentru simplificarea scrierii, notăm PM = 3 şi punem z și y în 

loc de f(t) și g(t), relația precedentă se scrie 
ò = y — mg — p. 

Deducem 
p+ă 
— 3 

E ză 


m = 


a |e 


p = (y — ma) — à: 
deci, făcînd pe ż să tindă către 7, 
= lim — lim? tă, 
TE iT 2 
p = lim (y — mz) — lim 5; 
tT >T 
Însă 


lim 3 = lim PM = 0, lim? ©? = 0, 
t>T iT iT T 


încît rezultă relațiile importante 


m = lim-Y, p = lim (y — ma), | (96) 
PT T IT 


care exprimă coeficientul unghiular m şi ordonata la origine p a asimptotei D. 
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Invers, pentru a vedea dacă o curbă C, dată prin două ecuații para- 
metrice (94), are asimptote neparalele cu axele de coordonate, după ce în 
prealabil au fost determinate asimptote paralele cu azele, calculăm limita 


Ygl 
X 


raportului » cîndi—>T,T fiind una din valorile lui t pentru care f(t) 


A i k anaia -N în ia tote 080 map aia aa 
și g(t) devin amîndouă infinite. Dacă — nu are o limită finită și diferită 
x 


de zero, curba C nu are asimptotă neparalelă cu axele, corespunzătoare 
valorii T. 


s A po) r] y + tY a “av o] 
Să presupunem însă că raportul — are o limită finită nenulă m. 
T 


Direcția de coeficient unghiular m poartă numele de direcție asimptotică 
a ramurii infinite? a curbei C, descrisă de punctul curent al curbei, cînd t>T. 
Pentru a vedea dacă acestei direcții asimptotice îi corespunde sau nu o asimp- 
totă a curbei C, calculăm limita diferenței y — mz = g(t) — mf (t). Dacă 
această diferență nu are limită finită, curba C nu admite asimptotă de direc- 
ție m, corespunzătoare valorii T. Ramura infinită se numește în acest caz 
ramură parabolică a curbei. 

Dacă însă y—mz are o limită finită p, dreapta D reprezentată de ecuația 


y=ms+ p 
este asimptotă a curbei C. 
| Observaţie. Dacă o curbă este dată printr-o ecuaţie explicită 
y = (2), 
punînd z = t, obținem ecuaţiile parametrice 
z= t, y = f(t), 
astfel încît „problema asimptotelor curbelor date prin ecuaţii explicite este 


conținută în problema asimptotelor curbelor date parametric, tratată 
mai sus. 
Aplicaţie. Să se determine asimptotele curbei 
T 24 _ i 
Oua 9 O poua 


Vom aplica teoria generală expusă mai sus. 

Observăm că, dacă î— 3, atunci y — co, iar z—3, pe cînd dacăt— 2, 
atunci x -> œo , iar y > — 4. 

Înseamnă că, pentru curba dată, dreapta 

z=3 
este asimptotă paralelă cu Oy, iar dreapta 
y+4= 

este asimptotă paralelă cu Oz. 

De asemenea observăm că, dacă î— 1, atunci £ —> œ, y > oo. 


1 În cazul ramurilor infinite cu asimptote paralele cu axele de coordonate, direc- 
ţiile asimptotice sînt chiar direcțiile axelor. 
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Avem apoi 


t1 2 toi 2(t— 3) 4 


Mai departe avem 


t 1 2 (2 — 5t + 3) 


y — — t = -= — E 
4 (2—1)(0—3) a (t—1)(t—2)  2(:—1)(t—2)(t— 3) 
—_  (21—3) i 
~ 9(6—2)(r—3) 
încît 
. A t(2t— 3) a i Mae, 
Iara y z =)= a 2{(: — 2) {t — 3) 4 


Deducem că dreapta 
V E. 
4 4 


este asimptotă, neparalelă cu axele, a curbei considerate. 


14. Curbe date prin ecuaţii polare. Puncte şi cercuri asimptotice. Dato- 
rită faptului că o curbă plană dată printr-o ecuație polară 


e = f(o) 


poate fi reprezentată parametric, problema asimptotelor pentru o astfel 
de curbă poate fi soluţionată la fel ca pentru curbele reprezentate parametric. 

Vrem însă să insistăm asupra unor particularităţi care se pot întîlni 
la curbele date prin ecuaţii polare. 

Se poate întîmpla ca, atunci cînd w tinde către co, p să tindă către zero 
sau către o valoare a diferită de zero. 

În primul caz, curba posedă una sau două ramuri care se înfăşoară 
de o infinitate de ori în jurul polului, apropiindu-se oricît de mult de pol. 
Spunem că polul este punct asimptotic al curbei. 

De exemplu, pentru spirala logaritmică 

Lă 


p =a, (k > 0) 
polul este punct asimptotic, deoarece, dacă w —>— oo, p—0. Sensul în 
care se înfășoară curba în jurul polului este sensul negativ (sensul rotației 


acelor ceasornicului) (fig. 5). 
n mod asemănător, pentru spirala hiperbolică 


p=; (e >0) 
0 


polul este punct asimptotic. 
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Dacă w- + oo, p—>0: curba are două ramuri care se înfășoară în jurul 
polului, una în sens pozitiv, cealaltă în sens negativ (fig 28), simetrice față 
de perpendiculara prin pol pe axa polară. 

n al doilea caz, cînd p tinde către o valoare finită a, diferită de zero, 
atunci cînd œ tinde către co, curba are o infinitate de spire care se înfășoară 
în jurul cercului de rază a, cu centrul în pol. Acest cerc, de care curba se 

apropie oricît de mult, se numeşte cerc 
asimptotic al curbei. 


E Pe = De exemplu, pentru curba 


Sici du) 
A o— 1 
cercul cu centrul în pol și raza a este cerc 
asimptotic al curbei. Dacă wœ => +oo, 
p descrește, apropiindu-se de valoarea a: 
i curba are o infinitate de spire care se 
Fig. 28 strîng în jurul cercului asimptotic. De 
asemenea, dacă œ -> —oo, p crește, 
apropiindu-se de valoarea a: curba are o infinitate de spire, interioare 
cercului asimptotic, care se apropie din ce în ce de acest cerc. 


15. Asimptote ale curbelor algebrice. Să presupunem că o curbă C, dată 
printr-o ecuație algebrică 
P(x, y) = 0, (97) 
unde P(x,y) este un polinom de gradul n în z, y, are o ramură infinită, 
pentru care dreapta D | 
y = ma + p 


este o asimptotă neparalelă cu aza Oy. 

Aceasta înseamnă că, M (x, y) fiind punctul curent pe această ramură, 
iar P punctul în care paralela prin M la Oy taie dreapta D, segmentul PM 
tinde către zero cînd M se depărtează la infinit pe ramură. 

Coordonatele lui P fiind (xz, mz + p) şi punînd PM =, ordonata 
lui M este dată de formula 


y = mr + p +è. 
Scriind că M aparține curbei C, avem 
P(x, mz + p + è) = 0. (98) 
Însă ecuația curbei putîndu-se scrie sub forma 
Pala, y) + Poa(z, y) +... + Pilz, y) + Po = O, 


unde P,(z, y) înseamnă grupul termenilor de gradul i în z, y, iar Po o con- 
stantă, * (98) se scrie 


P(z, ms + p+ 5) + Paale met p+ 5)+...+ P,(z,mz+p+58)+ Po=0 
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sau încă, utilizînd formula lui Taylor pentru polinoamele de o variabilă, 


Pala, ma) + PIE Sea e me + o. + Pra (2, ma) + 


Ep dusi) E OPaoa(z, mz) mz) Foart i 
1! 2y 
sau, în sfîrșit, în virtutea omogeneităţii polinoamelor P; și derivatelor lor, 
și împărțind cu z”; 


Palt, m) + 2 Pra m) + PE Pil, m) E să m) + 


+ PE Pati, m) Et peg, m. .+Ē=0, (99) 


unde accentele indică derivate în raport cu m. 
Presupunînd acum că M se depărtează la infinit pe ramura infinită, deci 
că z- oo şi 6— 0, deducem relația 


Pa (1, m) = 0, 
ceea ce înseamnă că m este rădăcină a ecuaţiei 
P,(1, t) = 0. (100) 
Rezultă că (99) se scrie, dacă suprimăm factorul comun 1 din primul 
membru: ? 
[Palt m) + PE PoC, m] + 2] Pacat, m) + PEE Pe (1, m) + 


HEEE poti, m)] +. (101) 


termenii nescriși conținînd factorul £ cel puțin la puterea a doua. 
T 


Să presupunem că m este rădăcina simplă a ecuației (100), ceea ce în- 
seamnă că avem 


Dacă M se depărtează la infinit pe ramura infinită, (101) devine 
Pra (1, m) + pP, (1, m) = 0. (103) 


Aşadar, dacă dreapta D 


ym mat p 
este asimptotă a curbei C, coeficientul unghiular m este rădăcină a ecua- 
ției (100). Dacă m este rădăcină simplă a acestei ecuaţii, ordonata la ori- 
gine p a asimplotei este dată de ecuaţia (103). 
Ne punem acum problema inversă. 
Fie m o rădăcină reală simplă a ecuaţiei (100), ceea ce înseamnă că sînt 
îndeplinite condiţiile (102). Fie de asemenea p dat de relația (103). 
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Vom demonstra că dreapta D reprezentată de ecuația 


y= mr + p 
este asimptotă a curbei. 
În adevăr, dacă în (97) facem transformarea 


gemea (104) 
x 


printr- un raționament identic cu cel făcut mai sus (cu deosebirea că în loc 
de p + 5 avem v), obţinem ecuaţia 


PU, m) + u| Pra (1, m) ie Pi(1, m)| + 2] Paal, m) + 


+ Š Pacat, m) + Z Pit, m)| +... = 0, (105) 
termenii nescriși conținînd factorul u cel puţin la puterea a treia. 


Tinîndseamă de ipoteza relativă la coeficientul unghiular m și suprimînd 
factorul comun u din primul membru, ecuația (105) se scrie 


G (u, v) = [Pra m) + oP, (tm)] +u [Pe m) + eP! (1, m) + 
+ Z Pr, m)] E a (106) 


termenii nescriși conținînd factorul u cel puţin la puterea a doua. 
Avem, potrivit ipotezei: 


G (0, p) = Pai, m) + pP, (1, m) = 0. (107) 
De asemenea 
G,(u, v) = P (1, m) + u[Pi (1, m) + Pi (1, mj +... 0, 
deci 
G,(0, p) = P, (1, m) Æ 0. (108) 


În virtutea teoriei funcțiilor implicite deducem, ținînd seamă de (107) 
și (108), că ecuația (106) defineşte pe v ca funcție de u: 


v = ọ (u), (109) 


astfel că ọ (0) = p. 
Revenind la variabilele z și y, din (109) obținem ecuația 


y=mz+ e (=) (110) 


care reprezintă două ramuri infinite! ale curbei C, una corespunzînd valori- 
lor lui z care tind către +00, cealaltă valorilor lui z care tind către —oo. 


1 În adevăr, funcţia v definită de (109) veriticînd ecuaţia (106), în virtutea trans- 
formării (104), funcția y definită de (110) verifică ecuaţia (97). 

Dacă u->0, cînd v—>p, atunci z şi y tind către infinit. Dacă u->0 prin valori. pozi- 
tive, z->+-oo: punctul de coordonate v, y descrie o ramură infinită situată la dreapta 
axei Oy. Dacă însă u—>0 prin valori negative, z-»—oo: punctul de coordonate s, y 
descrie .o ramură infinită situată la stinga axei Oy. 
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Fie M (z, y) punctul curent pe una din aceste ramuri și P punctul în care 
paralela prin M la Oy taie dreapta D. Coordonatele lui P sînt (x, ms + p)» 
astfel încît 


1 
PM =ọ [=] — p. 
IX 
Deducem 
lim PM = lim ef) = p— p = 0, 
Xp 00 x- T 
ceea ce înseamnă că dreapta D este în adevăr asimptotă a curbei C. 

Să presupunem acum că, dreapta D fiind asimptotă neparalelă cu 
Oy, a curbei C, coeficientul unghiular m al asimptotei este rădăcină multiplă 
— cel puţin dublă — a ecuaţiei (100), deci avem 

P (1, m) = Pa (1, m) = 0. (111) 

Vom spune că D este asimptotă singulară (sau osculatoare) a curbei C. 

Din relația (103), verificată și în acest caz de ordonata la origine p- 
a asimptotei, rezultă, ținînd seamă de (111), 

Pra (1, m) = Q, 
ceea ce înseamnă că m verifică ecuația 


P „ı(1, t) = 0. (412) 


Ne vom situa mai departe în ipoteza că, pentru ecuaţia (112), m este 
rădăcină simplă, deci 


| Pra (1, m) =0, PA, m)=£0. | (113) 

Așa fiind, (101) devine, dacă suprimăm factorul comun ~ din primul 
„membru, 

[Pratt m) PE Palt, m) + PE Pati, m) e = 0, (414) 


.. . . LI 1 . a’ 
termenii nescriși conținînd factorul — cel puțin la puterea întîi. 
T 


Dacă M se depărtează la infinit pe ramura infinită, (114) devine 
2 
Paa (1, m) + pPa-a (1, m) + © P3(1, m) =0. (115) 
Prin urmare, în cazul cînd coeficientul unghiular m al asimptotei 
y= mr + p 
este rădăcină multiplă a ecuației (100) şi în acelaşi timp rădăcină simplă a 
ecuaţiei (112), ordonata la origine verifică ecuaţia (115). 
Invers, fie m o rădăcină reală multiplă a ecuaţiei (100) şi în același timp 
rădăcină simplă a ecuaţiei (112), ceea ce înseamnă că sînt îndeplinite condi- 


iile (111) şi (113). 
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Fie de asemenea p una din rădăcinile reale simple ale ecuaţiei 
Pall, m) + vP, a(t, m) + 2 Ps (1, m) =0, (116) 


deci avem 

Polt, m) + pPra (15 m) ++ E P, (15 m) = 0, Paza (L, m) + pP}, m) + 0. 
Făcînd şi de data aceasta transformarea (104), obţinem — ca mai sus — 

ecuația (106). 


„ "Ținînd seamă de (113) şi punînd pentru simplificarea scrierii P î în loc 
de P(1, m), (107) se scrie 


H (u, v) = [P n-2 + oPh tE e 
+ u (Pas HoP tE Pra + = pr) +. | (117) 


Avem astfel 


II (0, p) = Ppa + pP + PP =0. (118) 


9! 


De asemenea 


H, (u, v) = Po HoP t u (Paz + Pia + — = pr) +. 


deci 
H, (0, p) = Pra + pP, £0- 
Rezultă că (117) defineşte pe v ca funcție de u: 
v = lu), 


astfel că y(0) = 
Mai departe a arată, întocmai ca mai sus, că ecuația 


y=mz+y| 5] 
Ga 
reprezintă două ramuri infinite ale curbei C, pentru care dreapta 
y =mi + p 


este asimptotă. 

Consideraţiile precedente privesc asimptotele neparalele cu Oy, în par- 
ticular asimptotele paralele cu Oz, pentru care m = Q. 

Dacă ecuaţia (100) admite rădăcina m = 0, acestei rădăcini îi poate 
corespunde o asimptotă 


y = P, 


paralelă cu Oz, a cărei ordonată la origine p se determină prin metoda gene- 
rală expusă mai sus. 


7 
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Pentru determinarea asista paralele cu Oy, se schimbă rolul 


variabilelor z, 
i Ecuațiile ( (100), (103), (112), (115) devin în acest caz 


PA =0, (100% 

Pa-a(m, 1) + pPa(m, 1) = 0, (103°) 

Palt, 4) = 0, (142') 

Pa-a(m, 1) + pPpi(m, 1) +2 Pa(m,1) = 0. (415) 


Evident, presupunînd determinate în prealabil asimptotele neparalele 
cu Oy, nu vom mai lua în considerare rădăcinile nenule ale ecuaţiei (100°). 


Aplicaţie. Să se determine asimptotele curbei 
Any — 422 + xy + 2ry? — y? — 6x? = 0. 


Avem 
Pi, t) = 4t — 4 + B = (2 — tP, 
P(1, t) = 2 — 8 = (2 — t), 
P(1, t) = — 6. 
Ecuația 
P(1, t) = 0 


are rădăcina simplă i = O și rădăcina dublă £ = 2. 
Pentru a obţine ordonata la origine p a asimptotei corespunzătoare 
rădăcinii (direcţiei) t = Q, utilizăm ecuaţia 


Pa(1, t) + pP, (1, t) = 0, 


unde trebuie să înlocuim pe t prin Q. 
Deoarece 


P (1, i) = 4 — 8t + 3e, 


ecuația precedentă devine 


4p = 0, 
deci p = 0. 
Curba admite ca asimptotă dreapta 
i y=0, 


adică axa Oz. 
Pentru a determina asimptotele care au direcţia t = 2 (dacă astfel de 
asimptote există), avem în vedere că t = 2 este rădăcină dublă pentru ecuaţia 


P„(1, t) =0 
și totodată rădăcină simplă a ecuaţiei 
P (1, t) = 0. 


+ 
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Sîntem conduși, potrivit teoriei generale, să formăm ecuaţia 
Pa(1, t) + pPa (4, t) + E Pil, t) = 0, 


unde în loc de t trebuie să punem 2. 
Avem 


Pi (1, i) = — 8 + ôt, 
P; (1, t) = 4t — 3, 


încît ecuația precedentă devine 
p’ — 2p — 3 = 0. 
Această ecuație avînd rădăcinile simple 
p=—1,p=3, 


curba dată admite ca asimptote dreptele 
y = 2z — 1, = 2s + 3. 
Rămîne să vedem dacă există, pentru curba dată, asimptote paralele 


cu Oy. 
Avem 


P, (6,1) = 48 — 4 + t = (2t — 1}. 
Ecuația ' 
P(t, 1) = 0 
admite rădăcina simplă t = 0. 
Mai departe avem 
P(t, 1) = 12 — 8t + 1, 
P(t, 1) = 2t — 4, 
încît ecuația 
P(t, 1) + pPa(t, 1) = 0, 
care dă abscisa la origine p, se scrie 
—l+p=0, 


de unde p=i. 
Deducem că dreapta 


z=1 


este asimptotă, paralelă cu Oy, a curbei date. 
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$ 4. Proprietăţi elementare ale suprafețelor 


16. Porţiune simplă de suprafață. Suprafaţă reprezentată parametric. 
Vom defini noţiunea de suprafață, utilizînd, ca şi în definiția noțiunii de 
curbă, unele elemente din teoria mulțimilor de puncte din spațiul euclidian. 

Se numește complementara unei mulțimi M de puncte în plan sau în 
spaţiu, față de plan sau spațiu, mulțimea punctelor din plan respectiv din 
spațiu, care nu aparțin mulțimii M. 

Un punct P al unei mulțimi M — din plan sau din spațiu — se numește 
punct interior al mulțimii, dacă există o vecinătate a lui P, ale cărei puncte 
aparțin toate mulțimii. 

Un punct P se numește punct aderent al mulțimii M, dacă orice vecină- 
tate a lui P conține puncte ale mulțimii. 

Un punct se numește punct exterior al mulţimii M, dacă este punct 
interior al complementarei mulțimii M. 

Un punct care nu este nici punct interior nici punct exterior al mulți- 
mii /se numeşte punct-frontieră al mulţimii. 

Mulțimea punctelor interioare, mulțimea punctelor exterioare, mulțimea 
punctelor-frontieră și mulțimea punctelor aderente ale mulţimii M constituie, 
respectiv, interiorul, exteriorul, frontiera şi aderenţa sau închiderea mulţimii. 

O mulţime ale cărei puncte sînt toate interioare se numește mulţime 
deschisă. Rezultă că interiorul și exteriorul unei mulţimi sînt mulţimi des- 
chise. De asemenea, reuniunea unui număr oarecare de mulțimi deschise 
şi intersecţia? unui număr finit de mulţimi deschise sînt mulțimi deschise. 

Complementara unei mulţimi deschise se numește mulțime închisă. 
Reuniunea unui număr finit de mulţimi închise, intersecția unui număr 
oarecare de mulțimi închise, închiderea și frontiera unei mulţimi M sînt 
mulţimi închise. 

Despre o mulțime deschisă spunem că este coneză, dacă oricum am 
descompune-o în două mulțimi nevide M, și Ma, închiderea uneia (cel puţin) 
din aceste mulțimi conţine puncte ale celeilalte. 

O mulţime deschisă este conexă, dacă două puncte oarecare ale mulţimii 

_ pot fi unite printr-o linie poligonală ale cărei puncte aparţin toate mulţimii. 

O mulţime deschisă conexă se numește domeniu (sau regiune) (fig. 29). 
Interiorul şi exteriorul unui triunghi, unui dreptunghi, unui cerc, unei elipse 
sînt exemple de domenii. 

O mulţime de puncte este mărginită, dacă există un cerc sau o sferă, 
după cum mulţimea este în plan sau în spațiu, care conţine toate punctele 
mulțimii. 

Despre un domeniu plan mărginit A spunem că este simplu conez, dacă 
complementara sa este conexă. 


Un domeniu constituie — împreună cu frontiera lui —un domeniu 
inchis. 


1 Altfel spus: ùn punct P este punct-frontieră al mulțimii _/, dacă orice vecinătate 
alui m conține şi puncte aparținînd mulțimii _/{ şi puncte aparținînd complementarei C_//. 


2 Intersecţia mai multor mulțimi este mulţimea elementelor care aparțin tuturor 
mulțimilor date. 
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Cu aceste pregătiri, putem defini noţiunea de porțiune simplă de supra- 
faţă şi pe aceea de suprafaţă. | 

Se numeşte porțiune simplă de suprafață o mulţime de puncte, din spaţiu, 
în corespondenţă biunivocă și bicontinuă cu un domeniu plan simplu conex 
închis. Punctele corespunzătoare punctelor-irontieră ale domeniului constituie 
frontiera porțiunii simple. , i 

Fie o porțiune simplă de suprafaţă % în corespondență biunivocă și 
bicontinuă cu un domeniu plan simplu conex închis A. Considerînd, în 


Fig. 30 


planul 7, căruia îi aparţine domeniul A, un sistem de axe ortogonale cu 
originea într-un punct Q, să indicăm prin u, v coordonatele unui 
punct oarecare P al domeniului (fig. 30). 

Să considerăm de asemenea vectorul de poziţie F = OM al punctului M 
— corespondentul lui P — cu originea în originea O a sistemului de coordo- 
nate la care este raportat spaţiul și cu extremitatea în M. 

În virtutea definiţiei porțiunii simple de suprafaţă, vectorul F este 
funcţie biunivocă! și continuă de u, v: ` 


F = F (u, v). (119) 
Funcția r (u, v) fiind biunivocă, avem 
F(u’, v") Æ Flu”, v”), 


(u', v') şi (u”, v”) fiind două perechi distincte de valori — care aparțin ? 
domeniului A — ale parametrilor u, v. | 
Spunem că (119), unde u, v variază în domeniul A, este ecuaţia vec- 
torială a porțiunii simple de suprafaţă Z. 
Invers, să presupunem dată o ecuaţie de forma (119), funcţia F(u,7) 
fiind definită într-un domeniu simplu conex A, din planul variabilelor 
u, 9, în care este biunivocă și continuă. 


1 Unei perechi oarecare de valori ug, Yọ, coordonate ale unui punct P, aparţinînd do- 
meniului A, îi corespunde o singură valoare Fo pentru F, vectorul de poziţie al corespon- 
dentului Mo al lui Pg, şi invers. 

2 În loc să spunem că „u, v sînt coordonatele unui punct aparţinînd domeniului A“, 
vom spune mai scurt că „u, v aparţin domeniului A“. Perechile (u”, v’) şi (u”, v”) sînt dis- 
tincte dacă (u'—u”)? + (3'—v”)2 > 0. EE 
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În virtutea condițiilor impuse, mulțimea extremităților tuturor vec- 
torilor F(u, v) — cu originile în originea O a sistemului de coordonate — 
corespunzători tuturor perechilor de valori ale parametrilor u, v, care apar- 
țin domeniului A, este o porțiune simplă de suprafață, reprezentată de 
ecuația (119). 

Se poate întîmpla ca funcția F(u,v) — din (119) — să fie definită 
în unul sau mai multe domenii simplu conexe disjuncte (două cîte două), 
situate în planul variabilelor u,v, funcția F(u, v) fiind biunivocă şi con- 
tinuă în aceste domenii. Reuniunea tuturor porţiunilor simple de suprafaţă 
corespunzătoare constituie suprafața reprezentată de ecuaţia (119). 

Reuniunea domeniilor simplu conexe (disjuncte), în care funcţia 7(u,v) 
este biunivocă şi continuă, constituie domeniul de existenţă (sau de definiţie) 
al suprafeţei. l 

n afara biunivocității și continuității, vom cere ca funcţia F(u, v) 
din (119) să aibăzderivate parțiale în raport cu u și v, continue, de toate ordinele 
care vor interveni în consideraţiile noasire. În aceeași ipoteză ne vom situa 
în ceea ce privește funcţiile care intră în alte reprezentări analitice ale supra- 
fetelor. 

Dacă f(u,v), g(u,v), h(u,v) sînt componentele — pe axele de coordonate 
Ox, Oy, Oz — ale funcției vectoriale F(u,v), ecuația vectorială (119) este 
echivalentă cu ecuațiile | 


| z = f(u,v), y = alu), z = hu), (120) 


care exprimă coordonatele punctului curent al suprafeţei cu ajutorul para- 
metrilor u,v. Aceste ecuaţii sînt ecuaţiile parametrice (scalare) ale suprafeţei. 

n cazul cînd două din funcţiile f, g, k sînt chiar parametrii u, v, de 
exemplu f(u, v) = u, g(u,) = v, (120) se scriu 


v= u, y =v, z = h(u,v), 


iar de aici rezultă ecuaţia explicită 
z = h(x, y) (121) 


a suprafeței. O suprafață reprezentată parametric se numeşte suprafaţă 
analitică, dacă coordonatele punctului curent sînt funcții analitice, adică se 
pot dezvolta în serii de puteri, convergente în vecinătatea fiecărei perechi 
de valori (ug,to) aparținînd domeniului de existență al suprafeței. 


17. Curbe coordonate, coordonate curbilinii. Punct regulat, punct sin- 
gular, porțiune regulată. Să considerăm o suprafață S, reprezentată de o 
ecuație de forma (119) 


F = F(u, v). 


Fie Po(uo, vo) un punct din planul x al variabilelor u,v, aparținînd 
domeniului de existenţă D al suprafeței, și Mo punctul de pe suprafață 
corespunzător lui Po. Vectorul de poziţie al lui Mọ este F(uo, vo). 


72 Geometrie diferențială 


Dacă un punct P'(u, vo) descrie paralela v = vo prin Pg la axa Qu, 
corespondentul M’ al lui P’ descrie o curbă Co, care trece prin Mo, situată 
pe suprafaţă!. Evident, ecuația vectorială a curbei C, este 


KEPU 0): (122) 


De asemenea, dacă un punct P” (uo, v) descrie paralela u = u prin 
Po la axa Qv, corespondentul M” al lui P” pe suprafață descrie o curbă Cs 
care trece prin Mọ şi este situată pe suprafață. Ecuația curbei Co este l 


F = F(ug, 0). (123) 


Fie È o porțiune simplă a suprafeţei, căreia îi aparține Mo, şi A domeniul 
simplu conex (conţinut în D) cu care 2 este în corespondenţă biunivocă 
şi bicontinuă. În virtutea acestei corespondențe dintre X și A, arcele con- 
ținute în Z — ale curbelor Co și Co — sînt distincte și nu mai au alt punct 
comun afară dt punctul Mo (fig. 31). Punctul Mo apare astfel ca intersecţia 
— conținută în X — a curbelor Ce și Co, așa cum corespondentul P, al lui Mo 
este intersecția dreptelor v = vo și u = ug din planul m, paralele cu axele 
coordonate Qu și Qv. 

Curbele C şi Cs, ale căror ecuaţii (122) și (123) au fost obţinute din 
ecuaţia suprafeţei atribuind lui v valoarea vo și lui u valoarea ug, se numesc 
curbe coordonate, iar ug, Vo poartă numele de coordonate curbilinii. ale lui My. 

Atribuind lui v valorile 74, Va, ..., obținem curbele coordonate Ci, 
C,,..., reprezentate respectiv de ecuaţiile vectoriale 


F = F (u, 11), F = F (u, v), 


De asemenea, atribuind lui u valorile Uz, Ug... obținem curbele coordo- 
nate Ci, C2, ..., reprezentate respectiv de ecuațiile vectoriale : 


F = F (uY ), F = F (ug, V), 
Ecuațiile 
v = Yo; v = Vis Y = Ugyse 


U = Ug, U = Uj, U = Up,.., 


se numesc ecuaţiile în coordonate 
curbilinii ale curbelor coordonate 
Co, Cis Cose şi Co, Ci, Can, 
respectiv. 

Fig. 31 Curbele coordonate Co, Cu, Ca... i 

obținute atribuind luiv — în ecuația 

suprafeței — toate valorile posibile, și curbele coordonate Cos Cis Cz,» 
obținute atribuind lui u toate valorile posibile, constituie familiile de curbe 
coordonate ale suprafeței: familia v = const. și familia u = const. 


1 Din paralela v = v la Qu, aparține domeniului D unul sau mai multe seg- 
mente. Curba C; este astfel constituită din unul sau mai multe arce în corespondenţă 
biunivocă şi bicontinuă respectiv cu aceste segmente. 
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Printr-un punct Mo aparţinînd unei porţiuni simple a suprafeţei trece 
cîte o curbă coordonată din fiecare familie, anume curbele 7 = Vp șiu = tp, 
uo și Vvo fiind coordonatele curbilinii ale lui Mọ. 

În afara curbelor coordonate, putem considera, pe o suprafaţă, și alte 
familii de curbel. Despre o familie de curbe (depinzînd de un parametru), 
situate pe o suprafață, spunem că este regulată, dacă prin fiecare punct al 
suprafeţei sau al unei porţiuni (simple) a suprafeţei trece o singură curbă 
din familie. Despre două familii regulate de curbe, situate pe o suprafaţă, 
spunem că formează o rețea de curbe pe suprafaţă, dacă o curbă oarecare, 
aparţinînd uneia din familii, taie într-un singur punct o curbă oarecare apar- 
ținînd celeilalte familii. | 
În virtutea acestor definiţii, într-o porţiune simplă a unei suprafeţe, 
familiile de curbe v = const. şi u = const. sînt regulate și formează o reţea, 
rețeaua curbelor coordonate. 

Vectorul tangent (vectorul director al tangentei) în punctul curent al 
curbei v = Vo este F, (U, Vo), iar vectorul tangent în punctul curent al curbei 
u = up este F,(uo, v). Prin urmare vectorii tangenţi în My la curbele coordo- 
nate V = Vo și u = up, prin Mo, sînt Fug = Fuluo: Vo) Și Fog = Fy (Ug, Vo) 
respectiv. Sensurile vectorilor Fu, $i Fs, tangenți la curbele v = vo şi u = i, 
sînt aceleași cu sensurile pozitive pe aceste curbe (sensurile în care cresc 
u și v respectiv). 

„Dacă Mo(uo:90) este punct regulat pentru fiecare din curbele coordonate 
ce trec prin Mg, deci dacă 
Fu E 0, Fo, 40, 


și dacă în plus acești vectori sînt necoliniari, spunem că Mg este punct 
regulat (sau punct ordinar) al suprafeței. 

"Ahfel spus: punctul Mo(uo,10) este punct regulat al suprafeței, dacă 
vectorii Fu Fry sînt liniar independenţi. 

Prin urmare, condiţia caun punct M(u,v) al suprafeţei să fie regulat se scrie 

Fa XEO, 
Un punct care nu este regulat, în care deci avem 
Pu XT, =0, 
se numeşte punct singular al suprafeței. 

Este posibil ca o suprafață să aibă puncte care să fie singulare într-o 
anumită reprezentare parametrică a suprafeței și regulate în altă reprezentare 
parametrică. Despre astfel de puncte spunem că sînt puncte singulare 
aparente ale suprafeței. 

Componentele — pe axele de coordonate — ale funcției F(u,v) fiind 
z(u, v), y(u, v), z(u, v), avem _ E _ 

F(u, v) = z(u, v)i + y(u, v)J + z(u, v)k, 
deci 


= 
| 


g 


Tu 
Ty 


+ Yu + zu 
F Yo] T zo 


Na tu 


k, 
k, 


~% 
ll 


e 


1 v, 18, p. 77 
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încît OER, 
i J k 
Fi x Fy = Tu Yu Zu 
Ty Yo Zy 
Componentele produsului vectorial 7, X F, sînt deci determinanții 
funcționali 


D(y, 2) S Yu Zu Diz, x) = Zu Tu | D(z, y) E Tu Yu 
D(u, ») Yo Zy | D{u, v) | Zo Ze D(u, v) To Yo 
ai funcțiilor z(u, v), y(u, v), z(u, v) în raport cu u și v. 
Punînd 
— D(y, 2) — D(z, 2) C= D(z, y) 
~ Duw’ D(u, 9)? Dle, o)! 


avem A 3 
Fa X P, = Ai + Bj + Ck. A 


Prin urmare condiția (124), care exprimă că M(u, v) este punct regulat, 

este echivalentă cu condiția 
A2+ B+C. (124°) 

În virtutea continuității derivatelor F„, F, ale funcţiei F(u, v), dacă un 
punct M este regulat, există o porțiune simplă a suprafeței, căreia-i apar- 
ține M, constituită din puncte regulate. 

O porțiune simplă a suprafeței S, constituită din puncte regulate, poartă 
numele de porțiune regulată. 

Numind rețea regulată de curbe, pe o suprafaţă (sau într-o porțiune a 
suprafeței), o rețea care are proprietatea că cele două curbe ale rețelei, care - 
trec printr-un punct oarecare al suprafeței (porțiunii suprafeței), se între- 
taie fără a fi tangente, putem spune că, într-o porțiune regulată a unei supra- 
“feţe, reţeaua: curbelor coordonate este regulată. 

Se poate arăta că, în vecinălalea unui punct regulat, o suprafaţă dată 
parametric poate fi reprezentată explicit. 

n adevăr, fie Mo(uo, vo) un punct al suprafeței S, dată prin ecua- 
ţia (119), deci prin ecuațiile parametrice (120). Coordonatele carteziene ale 
lui Mo sînt 

To = f (Uo, Vo), Yo = g (Uo, Vo); Zo = h (uo, Vo). 


Dacă My este punct regulat al suprafeței S, cel puţin unul din deter- 
D(y, z=) Diz, z) D(z, y) 


D{u, v) i Dlu, v) i D(u, v) 
U = up, V = V. Să presupunem de exemplu că 


este diferit de zero pentru 
D(z, y) 

E E _ D(u, vo) | 

În acest caz, primele două ecuaţii (120) pot fi rezolvate! în raport cu u ṣi v: 


u = e(z, y), v = p(z, y), 
funcțiile o(z, y), V(z, y) fiind continue și avînd derivate parțiale conti- 


nue în vecinătatea valorilor 29, Yo: 


minanții funcționali 


1 y., teoremele de existență, pentru funcțiile implicite, enunțate în § 1, 6. 
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Rezultă că a treia ecuaţie (120) se scrie 
= hle(z, y), p(z, y)), 
deci este de forma (121). 
Propoziția enunțată mai sus este astfel demonstrată. 


18. Curbe pe suprafaţă. Plan tangent: Vector normal, normală. În afara 
curbelor coordonate, putem considera o infinitate de alte curbe pe supra- 
față. Pentru a obține o astfel de curbă, n-avem decît să presupunem că u 

«și v, în (119), sînt anumite funcții (cu derivate continue) de un anumit 
parametru: 


= F(t), v = G(t). (125) 
Ecuația (119) devine 
F = F[FU), G()], (126) 
și constituie ecuația vectorială a unei curbe C, situată pe suprafața S. Pentru 


ca această curbă să treacă prin punctul regulat Moluo; Yo), trebuie să alegem 
funcţiile F(t) și G(t) astfel încît, pentru o valoare tọ a lui t, să avem 


F(to) = uo, G(îo) = vo. 
Trebuie deci să luăm pentru F(t) și G(t) expresii de forma 
F(t) = uo + (t — to)F1 (t), GU) = vo + (t — to)G.lb), 


F(t) şi G,(t) fiind două funcții arbitrare (cu derivate continue) de t. 
Putem inci alege funcțiile F și G astfel încît tangenta în My la curba C 
să aibă ca proiecţie pe unul din planele de coordonate, de exemplu pe planul 
z0y1, o dreaptă de direcţie dată, de vector director dat ai + bj. 
n adevăr, scriind dezvoltat ecuaţia (126) a curbei C 


F = a[F(0), GHJE + IF); GU) + zF), GHJÈ, 
„proiecția I a curbei C pe planul z = 0 are ecuaţia 
6 = zlF(b), G(¢)]i + y[F(ė), G()]j. 


Vectorul de poziţie p al punctului curent al curbei I depinzînd 
de t prin intermediul lui u și v, rezultă că expresia vectorului director 
al tangentei este 


= - , - ' 
Pe = Putu H Pot, 
unde u' și v' sînt derivatele lui u și în raport cu t. 
Putem scrie încă 
Pe = (Zau F za )i + (Yuu + yu) 


D(x, y) 
D(u, v) 


1 Ne situăm deci în ipoteza că determinantul funcțional = C este diferit 


de zero în punctul regulat Mo. 
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Impunînd condiția ca Ph să aibă aceeași direcție cu vectorul ai + bj, 
obținem relațiile 
Eug U (to) H Togt’ (to) =Aa, 

Yua u'l) E Yog t’ (40) = 33, (127) 
unde à este un scalar nenul (dat arbitrar), iar 
up > Zu (uo, Vo), Log 7 Ty (uo, Vo), 


Yugo = Yulo, Vo), Yog = Yello, Vo). 


g 


Relaţiile (127) constituie un sistem de două ecuaţii liniare în raport 
cu u'(t0), V'(to), care ne dă pentru acestea, considerate ca necunoscute, două 


valori a, ß. 
Rezultă că trebuie să luăm pentru u şi v expresiile 


u = F (t) = us + a(t — to) + (t — to)? (t), 
v = G (t) = v + B (t — to) + (t — to)? F(t), 


®(t), F(t) fiind două funcţii arbitrare (cu derivate continue) de t. 
Aşadar: | 


Pe o suprafaţă S, dată parametric, putem duce, printr-un punct regulat Mo, 
o infinitate de curbe care să aibă aceeași tangentă sau tangente diferite în My. 


Despre tangenta într-un punct regulat Mp al unei suprafeţe, la o curbă 
care conţine punctul Me și este situată pe suprafaţă, spunem că este tangentă 
la suprafaţă în Mo. 


Dacă — între ecuaţiile (125) ale curbei C (care exprimă coordonatele 
curbilinii ale punctului curent al curbei cu ajutorul parametrului t) — elimi- 
năm pe t, obţinem o ecuaţie de forma 


f(u, v) = 0, (128) 


despre care spunem că este ecuația în coordonate curbilinii a curbei C. 
Invers, o ecuație de forma (128) reprezintă o curbă situată pe supra- 
fața S, dacă această ecuație este verificată de valori ale coordonatelor curbi- 
linii u, v cărora le corespund puncte ale suprafeței și dacă sînt îndeplinite 
condiţiile! care asigură posibilitatea rezolvării ecuației în raport cu una 
din coordonate. 
De asemenea, în aceleași condiții, o ecuaţie de forma 


flu, 7) =C, (129) 


unde C este o constantă arbitrară, reprezintă o familie regulată de curbe 
situate pe suprafața S. 


Să demonstrăm acum că toate tangentele într-un punct regulat Mo al 
suprafeței S sînt situate într-un plan. 


1 Aceste condiţii sînt cele cerute în enunţul teoremei de existență a unei funcţii 
implicite. 


II Te TO IE II e ==: 
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Considerăm în acest scop pe suprafaţa S, prin punctul regulat Mo(uo, Vo), 
o curbă oarecare C, diferită de curbele coordonate u = ug, 7 = Vo (îig:'32). 
Ecuația vectorialá a curbei C este de forma i . 


F = F[u(t), (9), 


u(t) și v(t) fiind două funcții — cu derivate continue — de DU Ei h 
astfel că, pentru o anumită valoare tọ, avem u (tọ) = uo, V (to) = Vo. è 


Vectorul de poziție al punctului curent 
al curbei C depinzînd de ! prin intermediul 
lui u şi v, avem 


P, = Furw (t) + Fow (t); 
deci vectorul Fiy tangent în Mọ la C, este 
Fio ag Fu U (lo) + Foo U (to). 

Din faptul că vectorii Fo’ Fug Fe, sînt 
liniar dependenţi, cum arată relaţia prece- 
dentă, înseamnă că acești vectori sînt 
coplanari: vectorul F; este situat în planul 
determinat de vectorii Fu Fey tangenţi 
în Mo la curbele coordonate prin Mo. 

Cum curba C este o curbă oarecare prin My, pe suprafaţă, putem enunţa 
propoziţia: 

 Tangeniele într-un punct regulat Mo al unei suprafeţe S, dată printr-o ecuaţie 
vectoriali.(119), sînt situate într-un plan, numit planul tangent în Mo la suprafață. 


Fig. 32 


Punctul Mg este punctul de contact al planului tangent, cu suprafaţa. 

Perpendiculara pe planul tangent, în punctul de contact, se numește 
normală la suprafaţă. 

Vectorul Fu, X Fa, fiind perpendicular pe vectorii tangenţi Pup Fo, la 
curbele coordonate V = Vo, U = up, este perpendicular pe planul tangent 
în Mg, deci are direcția normalei. Spunem că F, X Fu, este vectorul 
normal în Mo. 

Să notăm cu M (în loc de Mg) un punct regulat, de coordonate u, v, 
al suprafeţei S, și să indicăm prin N vectorul normal în M. Avem astfel 


Ijk | 
N =F XTS Tu Yu Zu = Ai + Bj + Ck. (130) 


To Yo Zy 


ug 


Vectorul normal este diferit de zero înir-un punct regulat ji egal cu zero 
într-un punct singular al suprafeţei. 


În fiecare punct al unei porţiuni regulate, vectorul normal Ñ este de 
aceeași parte a suprafeţei, triedrul F„F„N fiind orientat direct. 

Vom orienta normala, în punctul regulat M, astfel încît sensul pozitiv 
al normalei să fie același cu sensul vectorului normal N. Convenim de ase- 
menea să orientăm suprafaţa, considerînd pozitivă faţa dinspre partea pozi- 
tivă a normalei, cealaltă faţă fiind negativă. 
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Orientarea astfel introdusă are caracter local, putînd fi totdeauna reali- 
zată pentru porţiuni regulate (restrânse) ale unei suprafețe. Există însă supra- 
feţe orientabile global (pe care, considerîndu-le în totalitate, putem distinge 
două feţe, astfel încît una din feţe poate fi aleasă drept faţă pozitivă, iar 
cealaltă drept faţă negativă). Astfel de suprafeţe sînt, de exemplu, planul, 
sfera etc. Existenţa suprafeţelor neorientabile global ne este sugerată de foaia 

o (banda) lui Möbius, care se obţine dintr-o 
foaie dreptunghiulară de hîrtie ABCD, 
răsucind-o și alăturînd două laturi opuse 
AB, CD, astfel încît A să coincidă cu 
C, iar B cu D (fig. 33). 

Pentru a obţine versorul î al nor- 
malei la suprafaţă (vectorul normal uni- 
tate), împărţim pe N prin modulul său. 

Introducînd notația 


A = A + B+C, l 


avem 
IN| = Vå, 
deci versorul normalei la suprafață este 
> N Fux?o i 
A = Va Va (131) 


Ținînd seamă că vectorul normal într-un punct (regulat) este per- 
pendicular pe vectorii tangenţi la curbele coordonate prin acest punct, 
deducem relaţiile 


NF, =0, NF, = 0, (132) 
ña = 0, RF, = 0. (132) 
Putem obţine ecuaţia vectorială a planului tangent în punctul regulat M 


al suprafeţei. Notînd cu R vectorul de poziţie al punctului curent P al 
planului tangent (7 fiind vectorul de poziţie al lui M), avem 


MP = OP — OM = R — F. 
Vectorii MP = R —?F, F„, F, fiind coplanari (situați în planul tan- 
gent), produsul lor mixt este nul: 
(R —F, Fas Fe) = 0. (133) 
Această relație, verificată de vectorul de poziție al punctului curent 
al planului tangent, constituie ecuaţia vectorială a planului tangent în M. 
Deoarece 
(R —F, Fus Fo) = (R — F) (Fu xX Fo) = (A —F)N, 
ecuaţia planului tangent se mai scrie sub forma 


(2 —1)N =0, (134) 
(B—7)a =0. (134") 


precum și 


sau 
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Vectorii A—F, F,,F, fiind coplanari, sînt liniar dependenţi, deci 
sînt legaţi printr-o relaţie de forma 


R — F = AF, + uF, 


unde à și u sînt doi parametri (scalari). 
Relația precedentă sau relația 


R =F 4A HUP (135) 


constituie o altă formă a ecuaţiei vectoriale a planului tangent. 

Să indicăm de asemenea tot prin Ë vectorul de poziţie al punctului 
curent al normalei. Înseamnă că vectorul A — F este coliniar cu Ñ, ceea 
n ce se poate scrie sub forma 


(B—7)xN=0, (136) 
sau sub forma 
R—F=M, 
de unde 
R=F 4. (137) 


Relaţia (136) constituie, ca şi (137), ecuația vectorială a normalei în M 
la suprafaţă. , 

Dacă utilizăm versorul normalei la suprafață, ecuațiile (136) și (137) 
ale normalei se scriu respectiv 

(R —F)x ñ = 0, (136°) 
şi 
R=F+ A. (137°) 

Parametrul à în (137) este abscisa — pe normală — a punctului curent 
al normalei, originea fiind punctul M al suprafeței, în care se consideră 
normala. 

Dacă z, y, z sînt coordonatele punctului de contact M, iar X, Y, Z coor- 
donatele punctului curent P al planului tangent, componentele vectorilor 
R — PF, F, sînt respectiv (X — æ, Y — y, Z — 2), (£us Yus Zu) (Tos Yos Zo)- 

Ținînd seamă de (138), deducem ecuaţia scalară a planului tangent 

X—xz Y—y Z—z 
z, Yu Zu =Q. (138) 
To Yo Zy 

Dezvoltînd determinantul din primul membru, deducem că ecuația 

scalară a planului tangent se mai scrie sub forma 


A(X — 2) + B(Y — y) + C(Z — 3) = 0, 


unde coeficienții A, B, C sînt componentele vectorului normal N. 
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„+ 'Ținînd apoi seamă de (137) şi indicînd prin X, Y, Z coordonatele punc- 
tului curent pe normală, deducem ecuaţiile parametrice 
X = z+MA, Y=y+aB,Z=z+2AC 
ale normalei, iar de aici sau din (131) obţinem ecuaţiile normalei 
X—z Y—y_ Zz, 


A B C 
Observaţie. Dacă suprafața S este dată prin ecuația explicită 
z = f (z, y), (139) 


deci prin ecuația vectorială _ B 
F = xl + yJ + zk, 
unde z este funcția f(x, y), putem considera pe z, y drept parametri și avem 
Fa =i + pk, Fy =j + qk, 
unde p = 2 = f, q = Z = fy (notația lui Monge). 
z y 

Deducem că ecuația planului tangent în punctul (z, y, z) al suprafeței 

(139) este 


1 0 p |=0, 
0 1 q 
adică 
p(X — s) + 4(Y — y)— (Z — z) = 0. (140) 


Prin urmare normala are ecuațiile 
E a A E (141) 
P q — 
Aplicaţii. I. Să se scrie ecuaţia planului tangent și ecuaţiile nor- 
malei în punctul M(1, 3, 4) al suprafeţei 


z = u, y = u? — w, z = u — 3w., 


Ținînd seamă de abscisa și ordonata lui M, găsim că M corespunde 


valorilor u = 1, v = — 1 ale parametrilor. Calculînd cota lui M cu ajuto- 
rul celei de a treia ecuații a suprafeței, găsim z = 4, deci M aparține în adevăr 
suprafeței. 
Găsim apoi 
A = — v, B = 3u, C = — 2., 
Pentru u = 1, v = — 1, avem 
A = 6, B = 3, C = — 2, 


aslfel încît ecuaţia planului normal în M este 
6r + 3y — 2z — 7 = 0, 
iar ecuațiile normalei în M sînt 


s me > =—— izpis 
. 
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JI. Dacă normala în punctul curent al unei suprafeţe păstrează direcția 

țiză, suprafaţa este un plan. i l 

În adevăr, fie Fo vectorul de poziţie al unui punct fix Mọ al suprafeței 

S; F.(u, v) vectorul de poziţie al punctului curent M şi ñ versorul normalei 
în M. 


'. Deoarece A păstrează direcția fixă (este independent de coordonatele 
u, v ale lui M), avem ` iN 


Fie 
P =ñ (F = F9). 
Derivînd în raport cu u și și ţinînd seama de (132), obţinem 


Pu = Ps =0. 


Produsul scalar 7 (F — Fo) este deci constant, și cum — pentru r = rọ — 
acest produs este nul, deducem relația 


ñ (F — Fo) = O, 


care èste ecuația unui plan. 
Suprafața S, pentru care normala în punctul curent păstrează direcția 
fixă, este deci un plan. 


<49. Sfera. Sfera fiind — cum știm — locul punctelor din spaţiu situate 
la aceeaşi distanță, numită rază, de un punct fix, numit centru, este repre- 
zentată de ecuația 


(F — Fo)? ma R?, 


unde R este raza, iar Fọ vectorul de poziţie al centrului. 

O reprezentare parametrică a sferei se obține considerînd drept coor- 
donate curbilinii, pe sferă, coordonatele geografice. 

Centrul sferei fiind presupus în origine, considerăm planul z = 0 ca 
plan ecuatorial, punctele în care axa 0z înțeapă sfera fiind polulnord N şi polul 
sud S (fig. 34). 

Fie M punctul curent pe sferă, P proiecția 
lui M pe planul ecuatorial. Unghiul ọ pe care 
vectorul OP îl face cu axa Oz este longitudinea, 
iar unghiul 6 pe care vectorul OM îl face cu 
Oz este colatitudinea (complementul latitudinii). 

Indicînd prin p şi 6 vectorii unitate ai 
vectorilor OM = F şi OP respectiv, avem 


F= R9, 
= sin 06 + cos 0Ż, 
= cos ei + sin ọjJ, 


al œ| 
| 
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> = 


încît ecuația vectorială (parametrică) a sferei este! 
F = Rsin O(cosqi + sin ọ j) + R cos 0k. (142) 


Se vede că, pentru a obține toate punctele sferei, este de ajuns să facem 
pe ọ și 0 să ia valori de la 0 la 2x și O la x respectiv. P 

Curbele coordonate ọ = const. sînt meridianele, iar curbele coordo- 
nate 6 = const. sînt paralelii sferei. 


Avem 
Fo = R cos(cos gi + sin ọ j) — R sin 0k, 
Fo = R sin 0(— sinoi + cos ọj), 
deci 
ù j k 
N = Fo X Po = R cos 6 cos ọ RcosOsing —R sin Q |, 
| —R sin 0 sinọ R sin cos ọ 0 | 
N = R? sin 0 (sin 0 cos gi + sin O sin ọ j + cos0ă), 

încît 


N = Rsin9F. | (143) 


Prin urmare vectorul normal N, în punctul curent al sferei, este coliniar 
cu vectorul de poziţie F al acestui punct. Aceasta înseamnă că planul tangent 
la sferă este perpendicular pe raza punctului de contact (cum se știe din geome- 
tria elementară). È ` 

Formula (143) ne arată de asemenea că vectorul N este nul pentru 0 = 0 
sau x: polul nord și polul sud sînt puncte singulare ale reprezentării (142) a 
sferei (puncte singulare aparente). 


Fie î = "Ai versorul normalei la sferă. Din (143) obținem 
I Ñ| = R2sin; 
deci | 
= 1.3 
ñ = — F, 
R 


de unde obținem relația 


care poate fi considerată drept ecuația vectorială a sferei cu centrul în origine. 


1 Ecuația (142) este echivalentă cu ecuaţiile parametrice scalare 
a = R sin Ì cos ọ, y = R sin sing, z = R cos 0. 


Dacă centrul nu este în origine şi vectorul de poziţie al centrului este F}, ecuaţia 
vectorială (parametrică) a sferei este 


F= Fo + R sin 0 (cos ọi + sin ọ jJ) + R cos OÀ. 
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Mai general, ecuația 
P = Fo HAÑ, 


unde à = const., iar A este un vector-unitate variabil, reprezintă o sferă de 
rază | A|, cu centrul în punctul al cărui vector de poziţie este Fo. 


Aplicaţie. Dacă normala în punctul curent al unei suprafeţe trece 
printr-un punct fix, suprafaţa este o sferă. 


În adevăr, ecuaţia normalei în punctul curent M(u, v) al suprafeței S 
este de forma (137), unde F este vectorul de poziţie al lui M, ñ versorul 
normalei în M, iar à abscisa — pe normală — a punctului curent al normalei 
(originea fiind M). 

Indicînd prin Fo vectorul de poziţie al punctului fix Mo, prin care trece 
(prin ipoteză) normala în M, înseamnă că avem relaţia 


Fo = F + dă (1) 


2 fiind abscisa, pe normală, a lui Mo. 
Vrem să arătăm că ^o este constantă. 
Derivînd în raport cu u şi v, din (I) deducem 


pă Dro 
ř eah 
H T ðu 


de unde, înmulţind cu î şi ţinînd seamă de (4132’) şi de relaţiile! 


ñ + dou, = 0, Fy + n + afie = 0, 
v 


Añ, =Ā ñ, = 0, 
rezultă 


încît, în adevăr, Ao = const. 
n consecinţă (I), care se mai scrie 


este ecuaţia unei sfere cu raza |— M | şi centrul în Mo. Suprafaţa S este deci 
o sferă cu centrul în Mo. 


20. Transformări de coordonate curbilinii pe o suprafaţă. Fiind dată 
o suprafață S 
F = F (u, v), (144) 
raportată la sistemul de coordonate curbilinii u,v (la curbele coordonate 
u = const. v = const.), putem raporta suprafața la alt sistem de coordonate 
curbilinii. 
n adevăr, să considerám două familii de curbe 


failu, v) = Cu falu, v) = Ca (145) 


1 Obţinute derivind relația 7? = 1. 
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situate pe suprafața S, determinantul funcţional al funcţiilor fı, fa nefiind 
identic nul: 
D (f; fa) 


D (u, v) 


Aceasta înseamnă (în virtutea teoriei funcțiilor implicite) că sistemul 


u* = fı (u, v), 0% = fa(u, v) (146) 
poate fi rezolvat în raport cu u,7 și obținem un sistem de forma 
u = f} (u*, v*), v = f3 (u*, v*). (1467) 


Ținînd seama de (146'), ecuaţia suprafeței devine 
P = PIF (ut, v*), f$ (u*, v*)], 
ceea ce vom scrie mai simplu sub forma 
F = F* (u*, v*). (147) 


Am raportat astfel suprafața S la sistemul de coordonate curbilinii 
u*, v*, curbele coordonate u* = const, v* = const., în acest sistem, fiind 
evident curbele (145). 

Este natural să cerem ca punctele regulate ale suprafeţei S să rămînă 
puncte regulate și în reprezentarea (147), obținută prin transformarea de 
coordonate curbilinii (146), pentru care (146') constituie transformarea inversă. 
Pentru a găsi condiţia care trebuie îndeplinită în acest scop, trebuie să vedem 
cum se transformă vectorul normal A prin transformarea (146). 

n noile coordonate u*, v*, suprafaţa Sare ecuația (147), adică ecua- 
ţia (144) unde u, v sînt daţi de (146'). Avem, potrivit regulii de derivare a 
unei funcţii compuse, 


r = METE T = + F . —. 

SA “Du 4 Qu* dna y Q:.* y 0u* 
Deducem ` 
— ĝu ðv du ðv 
NE =R X P= Fe eh Pia a D i 

po re e e du O e dus] Vut me e are 


z 3 ðu dv ðu Qw 
= Fa X e l- ——— —b 
ðu* Qu* O Qu* Qu* 
adică 
| =, 3 D(u,” 
Re = Ñ. 2e, (148) 
D (u*, v%) 
p | 
1 Putem considera că este dată transformarea (146). În acest caz, transformarea 
inversă este (146). în 
În virtutea unei proprietăţi generale, cunoscută din analiză, produsul dintre deter- 
minanţii funcționali ai celor două transformări (146), (146), fiecare inversa celeilalte, 
este egal cu 1: i 


D (u,v) D (u*,v*) E 
D (u*, v*) 'D (u, v) B 
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II = 


Printr-un raţionament asemănător găsim relaţia! 


a D (u*, v*) f (148') 


inversa relației (148). 

Așadar, pentru ca punctele regulate ale suprafeţei S să fie regulate Şi în 
noua reprezentare, trebuie să alegem transformarea (146') astfel încît determi- 
D (u, ») 
D (ur, v*) 
toate punctele regulate ale suprafeţei. 

Potrivit relaţiei (148), în virtutea căreia vectorul normal este un invariant 
relativ al transformării (146'), vectorul normal Ñ şi transformatul său Ñ * sînt 
coliniari, în acord cu semnificația geometrică a acestor vectori. 


nantul funcțional - „al vechilor coordonate, să fie diferit de zero în 


Sensul vectorului normal se păstrează dacă Pa 1 > 0, și se schimbă 
u”, v 
D 
dacă, 2 Hu. < 0, iar modulul se păstrează dacă Dun = + 1. 
D (u*, v*) D (u*, v*) 
Din (148) deducem relația 
Am. 
N eN y g PE, 
|N*| LA | |} D{u,v) | 
LD (u*, v*) | 
adică 
Bt = eñ, (e = + 1), (148”) 


e fiind 4-1. sau —1, după cum determinantul funcţional al transformării 
(146) este pozitiv sau negativ. 

Așadar, versorul Z al normalei la suprafață este un invariant absolut 
al transformării (146), al cărei determinant funcţional este pozitiv. 

n ceca ce privește orientarea suprafeţei, putem enunța propoziţia: 


Prin trans|ormarea de coordonate curbilinii (146), orientarea fiecărei 
porțiuni regulate a suprafeţei se păstrează sau se schimbă (faţa pozitivă devine 
negativă și cea negativă devine e AM ă) după cum — în porțiunea consi- 

D (u, v) 


derată — determinantul funcțional 
D (u*, v*) 


este poziliv sau negativ. 


Cele mai simple transformări care schimbă sensul versorului normalei 
(deci schimbă orientarea suprafeței) sînt transformările: 


A, d — xX 
| a) u = — u*, v = v*, 
care schimbă orientarea pe curbele coordonate u = const. ; 


b) u = u*, v = —v*, 


1 Mai putem obține relaţia (1487), utilizînd relația din nota precedentă. 
D (u, v} i D (u*,; v*j 


2 Potrivit relației din nota de la p. 84, determinanții ————— 
D (u*, v*) D (u, t) 


sînt simultan pozitivi sau negativi. 
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e premana mar er re i arar e. 


care schimbă orientarea pe curbele coordonate v = const.; 
c) u = v*, v = u¥*, 
care schimbă curbele coordonate între ele. 
În adevăr, determinanții funcționali ai acestor transformări sînt 
respectiv 


D (u, v») _l—10|_ D(u,v) _|1 "== D (o) _]01 zei 
D(u,v*) | 01 "Due, vo) |o —1! ’ D (u*,o*) |10 i 
încît (în toate cazurile) 

a = —ì. 


Este avantajos, în unele probleme privind tedria suprafețelor, ca cele 
două familii de curbe coordonate, la care este raportată suprafața, să constituie 
o reţea de curbe ortogonale (tangentele într-un punct regulat oarecare M al 
suprafeţei S, sau al unei porţiuni a suprafeţei S, care intră în consideraţie, 
la curbele coordonate care trec prin M, să fie perpendiculare). Vom vedea, 
ulterior, cum se poate realiza această situaţie. l 


21. Suprafeţe reprezentate implicit. Punct regulat, punct singular. Plan 
tangent, normală. Din geometria analitică știm că o ecuaţie implicită 


F(z, y, 2 = 0, (149) 


unde F(z, y, z) este un polinom de gradul al doilea în v, y, z, reprezintă 
o cuadrică. 

Se pune în mod natural problema de a ști în ce condiţii o ecuație de 
forma (149), unde F(z, y, z) este altă funcţie decît un polinom de gradul al 
doilea, reprezintă o suprafață. 

În acest sens este utilă următoarea teoremă de existență a funcțiilor 
implicite: 

Fiind dată o ecuaţie implicită (149), verificată de valorile (reale) z = z 9 
Y = Yo, Z = Zo, dacă funcţia F(s, y, z) şi derivatele ei parțiale F., Fy, Fe 
sînt continue în vecinătatea valorilor to, Yo, Zo, derivata F, fiind diferită de 
zero pentru & = Tp, Y = Yo, 2 = 29, ezistă o singură funcţie 

z = f (x, y) 
care, în vecinătatea valorilor £o, Yo, verifică identic ecuaţia (149) şi ia valoarea zg 


pentru æ = 29; Y = Yo Această funcţie este biunivocă și continuă în vecinătatea 
valorilor x = £o, Y = Yo și are derivate parţiale continue date de formulele! 


Fx Fy 
Z, = — = zaq =— =. 
F: F: 


1 Pentru obținerea formulelor care dau derivatele parțiale zx şi zy, raționăm astfel: 
Ecuația (149) devenind o identitate dacă înlocuim pe z prin f(x, y), putem deriva 
“ambii membri în raport cu z sau y și obținem identități. Primul membru depinzînd de 
æ şi y direct şi prin intermediul lui z, obținem 
Fx + Fryzy = 0, Fy + Frezy = 0, 
de unde 
Fx 


E F; 


y= 
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> 


pona 
E 


În limbaj geometric putem spune astfel: 


Fiind dată o ecuaţie de forma (149), verificată de coordonatele £o , Yo, Zo 
ale unui punct Ma, dacă funcţia F(x, y, z) şi derivatele ei parțiale F., F}, F; 
sînt continue în vecinătatea lui Mo, derivata F, fiind diferită de zero în Mg, 
ecuaţia (149) reprezintă, în vecinătatea lui Mo, o porțiune simplă de suprafaţă 
care trece prin Mo . Ecuația acestei porțiuni poale fi presupusă adusă la forma 
explicită z = f(x, y). 


Reuniunea porțiunilor simple de suprafață, fără părți comune, ce se 
pot obține în acest mod, constituie suprafața reprezentată de ecuația implicită 
(149). 

Dacă funcția F(x, y, z) este algebrică!, suprafaţa reprezentată de ecua- 
ţia (149) se numeşte suprafață algebrică. În cazul cînd F(x, y, z) este un 
polinom, gradul polinomului este gradul sau ordinul suprafeței. Dacă func- 
tia F(x, y, z) este transcendentă, suprafaţa se numește suprafaţă transcendentă. 

Cuadricele, cunoscute din geometria analitică, sînt suprafețe algebrice 
de ordinul al doilea. . 

Ca exemple de suprafeţe transcendente menţionăm catenoidul 


æ + yY = a2 ch?— 


şi elicoidul 
y = ztaz. 

Se poate întîmpla să existe puncte ale căror coordonate z, y, z să veri- 
fice ecuația (149) și totodată să anuleze toate derivatele parțiale de primul 
ordin F, Fy, F, ale funcţiei F (v, y, z). 

Astfel de puncte se numesc puncte singulare ale suprafeței (149). Toate 
punctele suprafeței, în afara celor singulare, se numesc puncte regulate (sau 
ordinare). 

n virtutea teoremei de existență a funcțiilor implicite (amintită mai 
sus), parametrii directori ai normalei în punctul regulat Mo(zo,; Yos Zo) al 
suprafeței (149) sînt | 


E, 
FÈ’ po” -2 


sau cantităţi proporționale cu acestea. | 

Putem astfel lua drept parametri directori ai normalei valorile 

FE, F}, F?, 

în punctul Mọ, ale derivatelor parțiale Fy, Fy, Fz- 

Deducem că ecuația planului tangent în M este 

(2 — 20) Fà + (y — Yo) Fy + (z — zo) F? = 0, (150) 

iar ecuațiile normalei în Mọ sînt i : 
tit _ Y— Yo __ 7 2% 


JA (151) 


ATA 


1 O funcţie F (x, y, z) este prin definiție algebrică, dacă există un polinom 
P (z, Y, z, t), astfel încît avem identitatea C 
P[z, Y, z, F(z, y, 2)]=0. 
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Ecuațiile obţinute pentru planul tangent și normală nu sînt aplicabile 
unui punct singular. 
Noţiunea de plan tangent, ca și noţiunea de punct singular al unei supra- 
feţe, se poate pune în legătură cu problema intersecţiei suprafeţei cu o dreaptă. 
„Să consideră dreapta D 


Pa VW 272 


a B Y 
æ, B, y fiind cosinusurile directoare, iar Mo(zo; Yo; 20) un punct al dreptei. 
„ Ecuațiile parametrice ale dreptei D fiind 


z = to + pa, Y = Yo t PP, z = z + pY, (152) 


unde. p este valoarea algebrică a distanței de la Mo la punctul curent (z, y, z) 
al dreptei, punctele comune dreptei și suprafeței S, reprezentată de ecuația 
(149), sînt date de ecuația 


vu Jv o. °’ 


Punctul comun suprafeţei S şi dreptei D, corespunzător unei rădăcini 
simple pọ a ecuației (153), este punct regulat al suprafeței. 


În adevăr, putem presupune po = O, ceea ce înseamnă că punctul cores- 
punzător, comun dreptei și suprafeţei, este punctul My. 

Dezvoltînd funcția F(z, y, z) după formula lui Taylor, ecuația supra- 
feței se scrie: 


Fo + (æ — zo) Fz + (y — yo) Fp + (3 — zo) F? + = [(z—z0) Fs + (y—y0)F9 + 


+ (5 — z) PO +. + E [le mo) FL + (y — yo) F? + (2 — 20) Fm + 


1 
ET Rau = O, (154) 
restul Ry, — continuu și mărginit în vecinătatea punctului M, — avînd 
expresia 
Rasi = (2 — 20) Fg + (Y — Yo) Fa + (z — zo) FED, 
unde 


E = To + 0 (z — T0), N = Yo + 0 (Y — Yo), & = zo + © (z — z0), (0 < 0 < 1). 
Ecuația în p se scrie atunci, þinînd seamă că Mo aparține suprafeței: 
2 
pla F} + BEF? + yF) + F (a F} + BF} +YFY +... = 0. (455) 
Se vede de aici că, dacă Mg ar fi punct singular al suprafeţei, cînd am avea 
F} = F} = F? = 0, 


rădăcina p = 0 ar fi cel puțin dublă, contrar ipotezei. Deci M, este punct 
regulat. 
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Pentru ecuaţia (155), p = 0 este însă în general rădăcină dublă — deci 
dreapta D taie în general suprafaţa S în două puncte confundate în M} — 
dacă, M, fiind punct regulat al suprafeţei, cosinusurile directoare ale dreptei 
verifică relația 


aFz + BEF + yr? = 0. 


În acest caz, în virtutea ecuațiilor (152), coordonatele punctului curent 
al dreptei D verifică ecuația : 


(2 — so) F$ + (Y — Yo) Fy + (z — z) F? = 0, 


a planului tangent în Mọ la suprafaţa S. Înseamnă că D este situată în planul 
tangent, deci este tangentă în Mo la. S. 
Să presupunem acum că punctul M, este singular, deci avem 


F =F =P =0. 


Vom presupune apoi că derivatele parțiale de ordinul al doilea 
Fx Fyys Fzzs Fxys Fxzs Fyz nu se anulează toate în punctul Mo, despre care 
vom spune că este punct singular de ordinul al doilea al suprafeței t. 

În acest caz, ecuaţia (155) admite rădăcina dublă ọ = 0, deci o dreaptă 
oarecare D, care trece prin My, taie în general suprafaţa în două puncte 
confundate în Mo. cai 

Dacă însă cosinusurile directoare ale dreptei verifică relația 


(Fa + BFy + yF)? = 0, | (156) 


ecuaţia (155) admite rădăcina triplă p = 0. Dreapta D, care, în acest caz, 
taie în general suprafaţa în trei puncte confundate în Mg, este tangentă 
în Mo la suprafaţă. 

Eliminînd pe «, 6, y între ecuaţiile (152) și relația (156), obţinem 
ecuaţia 


[(2 — zo) Fe + (y — yo) Fy + (2 — zo) F2]” = 0, (157) 


verificată de coordonatele punctului curent al dreptei D. 
Ecuația (157), care — prin efectuarea puterii simbolice — se mai serie 


(2 — 10)? Fix + (Y — Yo)? Fyy + (2—30)? Fz + 2(2 — 20) (Y — Yo) Fay + 
+ 2( — 20) (z — zo) Fsz + 2 (y — Yo) (2 — zo) Fyz = 0, 


reprezintă un con [, de ordinul al doilea, cu vîrful în Mo. 

Aşadar, tangentele la suprafața S, în punctul singular de ordinul al 
doilea Mg, sînt situate pe conul de ordinul al doilea T reprezentat de ecuația 
(157), numit conul tangentelor în Mo. l 

Pentru a simplifica studiul comportării suprafeței S, în vecinătatea 
punctului singular fọ, putem presupune că originea sistemului de` coor- 
donate coincide cu Mo. 


1 În cele ce urmează, ne vom referi numai la punctele singulare de ordinul al doilea. 
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Ecuația suprafeţei se scrie atunci 


1 (aF? + gr + zf) +... 0, 


iar ecuaţia conului tangentelor în Mg devine 
(sF + yEy + zF0)? = 0. (158) 


Distingem trei cazuri, după cum conul tangentelor este real nedege- 
nerat, real degenerat sau imaginar. 

n cazul cînd conul tangentelor este real nedegenerat, putem presu- 
pune planele de coordonate alese astfel încît planul sOy să taie conul 
după două generatoare. Intersecţia suprafeţei cu planul z = 0 este curba .C 


(art, + 22y Fay + PP) + -= 0, z = 0, (159) 


pentru care Mo (originea) este punct dublu. 
Cum tangentele în punctul dublu, reprezentate de ecuaţiile 


a?Fzx + 2ayFsy + y?Fyy = 0, z = 0, (160) 


sînt reale, deoarece coincid cu generatoarele reale după care conul (158) 
al tangentelor este tăiat de planul z = 0, înseamnă că, pentru curba C, 
punctul singular Mo este nod. 

Aşadar, în cazul cînd conul tangentelor — într-un punct singular de 
ordinul al doilea Mg — este real nedegenerat, suprafața S este formată, în 
vecinătatea lui Mo, din două pinze 
(asemănătoare celor două pînze ale 
unui con de ordinul al doilea) tangente 
în Mg la cele două pînze ale conului 
tangentelor (fig. 35). 

Punctul Mo se numește punct conic 
al suprafeţei. 

În al doilea caz, conul tangentelor 
fiind real degenerat, se descompune 
în două plane reale x şi”, distincte 
sau confundate, care trec prin Mo. 
Aceasta înseamnă că primul membru 
al ecuaţiei conului [—al tangentelor 
— se descompune într-un produs de 
Fig. 35 factori liniari omogeni: | 


(F| + yF + zF?) = (az + by + cz) (a'x + b'y + c'2), 


independenţi (cu coeficienți neproporționali) sau dependenţi (cu coeficienţi 
proporţionali). 

Să intersectăm suprafaţa S cu un plan care conţine punctul Mọ, dar 
nu conţine dreapta comună planelor r şi x’, dacă sînt distincte. Presupu- 
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nînd că acest plan este planul z = 0, curba de intersecţie este dată de 
ecuaţiile 


(az + by) (a's + b'y) +... =0,z=0, (161) 
de unde rezultă că tangentele în Mo la această curbă sînt dreptele 
(az + by) (ats + b'y) =0, z=0, (162) 


distincte sau confundate, după cum planele m și z’ sînt distincte sau 
confundate. 

Deci, în cazul cînd conul tangentelor — într-un punct singular de ordinul 
al doilea Mg — se descompune în două plane reale, suprafaţa S este formată, 
în vecinătatea lui Mo, din două porțiuni simple de suprafaţă, tangente în 
Mo la cele două plane. 

~ Punctul Mg se numește punct biplanar sau punct uniplanar al suprafeţei, 
după cunț planele în care:'se descompune conul degenerat (real) I sînt dis- 
tincte sau confundate. 

n cazul al treilea, cînd conul tangentelor este imaginar, urmăm ace- 
lași procedeu. Tăiem suprafaţa cu un plan trecînd prin Mg. Presupunînd că 
acest plan este planul z = 0, curba C, de întretăiere, este dată de ecuaţiile 
(161). Cum însă tangentele în Mọ la C, date de ecuaţiile (162), sînt de 
această dată imaginare, aceste drepte coincizînd cu generatoarele — imagi- 
nare — după care conul tangentelor este tăiat de planul z = 0, înseamnă 
că, pentru curba C, Mo este punct dublu izolat. 

Așadar, în cazul cînd conul tangentelor — într-un punct singular de 
ordinul al doilea Mg — este imaginar, Mo este punct izolat al suprafeţei S. 


EXERCIŢII 


l. Să se obţină ecuaţiile tangentelor la curba 
z3 — a2yj = 0, Gzz—a2=0, 
în punctele în care această curbă taie planele 


a 


Z = —; 2 = —.e 


3 
2. Să se obțină ecuațiile tangentei la cubica 
3-a — a (£ + 4?) = 0, 


paralelă cu a doua bisectoare a axelor de coordonate. 
Aceeaşi problemă pentru foliul lui Descartes 


æ -+ y? —3azy = 0. 
3. Să se obțină ecuația planului normal în punctul curent al curbei 
x = tcost, y = tsint, z = at. | 


Să se determine punctul al cărui plan normal conţine originea. 
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4. Tangenta în punctul curent al curbei 
F = aehicosti + aehtsin Lj + bhth, 


numită elice cilindro-conică, face un unghi constant cu axa Oz. 
De asemenea, tangenta în punctul curent taie sub unghi constant gene- 
ratoarele conului 


b(a? + y?) — 222 = O, 


cu vîrful în origine, pe care elicea este situată. Să se determine constanta h, 
astfel încît acest unghi să fie de 30° sau 45°. 


5. Să se scrie ecuațiile tangentei și normalei la cubica (numită stra- 
niera sau bucla Mariei-Agnesi) 


sèy = aa — y), 
în punctul în care normala este paralelă cu dreapta 
y = 2z. 
Să se determine tangentele în punctele de inflexiune ale acestei curbe. 


6. Se numeşte podara unei curbe C, în raport cu un punct fix O, locul 
geometric al piciorului perpendicularei din O pe tangenta în punctul M al 
curbei, cînd M descrie curba. 

Să se afle: 

a) podara conicei 


g? y? _ = 
de ae il Oa (est) 
în raport cu centrul (dacă e = 1, conica este elipsă, iar dacă e = — 1 este 


hiperbolă; în al doilea caz, dacă a = b, hiperbola este o hiperbolă echi- 
lateră) ; 
b) mai general, podara curbei 


n n 

[=) + [2] —1=0, 

a b 
în raport cu originea sistemului de coordonate (dacă n = 2, curba este o 

a nui v 2 . us 
elipsă, dacă n mira da b, curba este o astroidă, iar dacă a Æ b, este o 
astroidă alungită); 
c) podara parabolei 
y? = 2pz, 


în raport cu punctul A(a, 0). 


Să se trateze problema generală a podarei unei curbe plane, consi- 
derînd curba dată parametric. 


Indicaţie. Potrivit definiției, se scrie ecuația tangentei în punctul cu- 
rent M(s,y) al curbei și ecuația perpendicularei pe tangentă din punctul O 
în raport cu care se consideră podara și se elimină z și y între aceste 
ecuații şi ecuația curbei. 
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R. a) (22 + y?) = a222 + cby? (dacă a = b ṣi e = — 1, cînd conica 
este hiperbolă echilateră, podara este o lemniscată), 


n n n 


b) (22 + y?) = (ax)! + (by); 


c) s (22 + y?) — 2a z? + [5 —aj y? + a2z = 0 (dacă A coincide cu 


vîrful parabolei, cînd a = 0, podara este o cisoidă). 
În cazul cînd curba este dată parametric 


s= æ (t), y = y (8, 


ecuațiile podarei sînt 


X = e g EEN, E i "a 73 * 
“die pi mi z’ 4 y”? 


7. Să se afle podara curbei 


s = f(t), y = g(t), z = h (t) 
în raport cu originea. 
Aplicație în cazul elicei circulare 
z = a cost, y = a sint, 3 = bt. 


Să se arate că în acest caz podara este tot o elice circulară. 


Indicaţie. Podara unei curbe în spaţiu, în raport cu un punct O, poate 
fi definită drept locul geometric al punctului în care tangenta în punctul 
curent M al curbei înţeapă planul prin O paralel cu planul normal în M. 

R. Ecuațiile parametrice ale podarei sînt, în general: 


"> za y Darr’ z Err’ 
X=r—Ž = y — EA 
Zr? Y Zr”? Z s Er’? 
iar în cazul elicei 
bt . n , bèt 3 2b 
xz = a cost EA E y =asınt— Bae cost; 3 = Data 
aè + b? a? -+ b? a + b? 


Se va arăta că aceste ecuații reprezintă o elice circulară. 


8. Să se determine curba pentru care segmentul NT, ale cărui capete 
sînt extremitățile N și T ale subnormalei și subtangentei (carteziene), este 
constant. 

R. Punînd NT = 2a şi neintroducînd constantă de integrare (ceea ce 
înseamnă că se determină curba abstracţie făcînd de translaţia în lungul 
axei Oz), curba căutată este reprezentată de ecuaţia 


s+ai\a?— i =a log (a + Va2— y?y. ` 
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9. Fiind dată curba C 


y = (2), 

să se determine curba C, astfel încît: 

a) subtangentele curbelor C şi C}, în puncte de aceeași abscisă, să 
fie egale; 

b) subnormalele, în puncte de aceeași abscisă, să fie egale. 

10. Să se calculeze unghiul pe care tangenta într-un punct M al 
cardioidei 

p=a(l+ cos w) 


îl face cu raza vectoare a lui M (dreapta care uneşte polul cu M). 
Aceeași problemă pentru curba 


p =a% cosno. 


11. Să se determine curba pentru care segmentul NT, determinat de 
extremitățile N și T ale subnormalei și subtangentei polare este împărțit 
într-un raport constant de pol. 


R. O spirală logaritmică. 
12.. Fiind dată curba C 
e = flo), 

să se determine curba C, astfel încît: l 

a) subnormalele polare ale curbelor C și C}, în puncte corespunză- 
toare aceleiași valori a unghiului polar, să fie egale; 

b) subtangentele polare, în puncte corespunzătoare aceleiași valori a 
unghiului polar, să fie egale. 


13. Se numește cicloidă curba descrisă de un punct M al unui cerc C, 
care se rostogolește fără alunecare pe o dreaptă fixă. 

În decursul rostogolirii cercului C, punctul M, care descrie cicloida, 
coincide succesiv cu o infinitate de puncte ale dreptei fixe, distanţa a două 
puncte consecutive fiind egală cu lungimea cercului. 

Dacă luăm unul din aceste puncte drept origine O, dreapta fixă ca 
axă Oz și perpendiculara în O pe Oz ca axă Oy (partea pozitivă a axei Oy 
fiind de aceeași parte cu cercul față de Oz), și dacă notăm cu a raza cer- 
cului și cu t unghiul razei CN cu raza CM, N fiind punctul de contact 
al cercului cu Oz, obținem ușor! ecuaţiile parametrice ale cicloidei 


z = a(t — sin t), y =a(1—cost). 


X (0x, CM) = pi (uzi | 


1 În adevăr 


deci 
z = al + acos - =$) at a cos =] a(t — sin t), 


Yy=a+ asin [n — (—2)] =a + asin ji— È) = a(l — cost). 
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a) Să se determine concavitatea și punctele singulare ale cicloidei. 
b) Să se demonstreze că normala în M la cicloidă taie axa Ox în 
punctul de contact al cercului mobil C cu Oz. 


14. Un punct M, al unui cerc C care se rostogolește fără alunecare 
pe un cerc fix O, descrie o curbă numită epicicloidă dacă cercul C este 
exterior cercului O, şi hipocicloidă dacă unul din cercurile C, O este interior 
celuilalt. i 

Fie A unul din punctele cercului O cu care coincide M în decursul 
rostogolirii cercului C. Dacă luăm centrul O al cercului fix drept origine, 
ca axă Oz dreapta OA (orientată de la O spre A) şi ca axă Oy perpendi- 
culara în O pe Oz, și dacă notăm cu a raza cercului fix, cu àa raza cercu- 
lui mobil! și cu t măsura în radiani a arcului descris — pe cercul mobil — 
de punctul de contact cu cercul fix, obţinem ușor? ecuaţiile parametrice ale 
epicicloidei 

x = (1 + à) a cos At — ña cos (1 + ì)t, 

y = (1 + à) a sin At — a sin (1 + At, 
şi ecuațiile parametrice ale hipocicloidei 

z = (1 — à) a cos M + à a cos (à — 1)t, 

y = (1 — àja sin At + àa sin (A — 1)t. 

a) Să se arate că punctele cercului fix, cu care coincide succesiv 
punctul M, care descrie epicicloida sau hipocicloida, sînt puncte de întoar- 
cere de prima speță ale curbei. 

b) Să se demonstreze că normala în punctul M, al epicicloidei sau hipo- 
cicloidei, trece prin punctul de contact N al cercului mobil cu cercul fix. 

15. Să se determine punctele şingulare ale curbelor 

PF = (t — l)i + ÊJ, 
m £? * t3 = 


E = lı + -——— j], 


2 —1 2 —1 


F = a cos? ti + a sin?tj (astroida). 


1 Fie b raza cercului mobil. Avem, potrivit notației din text, b = Xa. 


Dacă A este un număr rațional P. , avem bq=ap, deci 2mbq= 2xap. Aceasta înseamnă 


i : q i n 
că, după p rotații complete în jurul lui O, cercul mobil efectuează exact q rostogoliri în lun- 
gul cercului fix. Rezultă că punctul M, care descrie epicicloida sau hipocicloida, coincide 
succesiv numai cu q puncte ale cercului fix, care sînt puncte de întoarcere de prima 


speță pentru curbă. 
Epicicloida pentru care A=1, care are un singur punct de întoarcere, este o cardioidă, 


. . Li . 1 A Li v 
iar .hipocicloida pentru care à = T , care are patru puncte de întoarcere, este o asiroidă. 


2 Pe o cale asemănătoare cu cea schiţată pentru cicloidă. 
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16. Aceeaşi problemă pentru curbele 


t: . t = F t > 
F = cost costi -+ sint cos? d + sink, 


PA 


F = a(t — sint) i + a(l — cost) j + dacos =}, 
F = a cos? ti + a sin3t]j + a cosĉ2tk. 
17. Să se calculeze lungimea arcului epicicloidei 
s = (| + Aja cos At — ħa cos (1 + 1), 
y = (1 + àja sin At — àa sin (| + àjt, 


și lungimea arcului hipocicloidei. 
z = (1 — a cos Mt + ħa cos (A — 1)t, 
y = (1 — Na sin At + ħa sin (A — 1)t, 


de la punctul corespunzător valorii t = 0 la punctul curent, și apoi lungimea 
arcului unei arcade a epicicloidei şi hipocicloidei. ; 

Să se deducă lungimea arcului cardioidei și astroidei. 

insati 

R. SA(1 + Aja sin?-_,8N(1 — Aja sine ; BA (L + A) a, 8A (1 — A) a; 

Cardioida fiind epicicloida cu un punct de întoarcere, pentru care deci 
A = 1, lungimea cardioidei este! 162. 

Astroida fiind o hipocicloidă cu patru puncte de întoarcere, pentru 
Ł, lungimea astroidei este 6z. 
18. Să se calculeze lungimea arcului spiralei lui Arhimede 


4 
care À = 


o = aw 
şi al spiralei logaritmice 
p = adt, 


de la pol la punctul curent. 
“Să se demonstreze că lungimea unui arc A,A, al spiralei logaritmice 
este egală cu diferenţa tangentelor polare în A, şi A}. 


R. Slo yi F w? + log (& +Vi + 0%]; APR apa. 


1 În $1,8,aplicaţia II, s-a găsit că lungimea cardioidei este 8a, deoarece, în această 
aplicaţie, a reprezintă diametrul, pe cînd în problema precedentă a reprezintă raza cer- 
cului fiz. 
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=> 


kaas 19; Să se calculeze lungimea arcului curbei 


. t? 
z = pi de a 0) di, 


și al curbei 
F = etcosti + eè sint] + (dt — 1) k, 
de la punctul (1, 0, 0) la punctul curent. 
20. Să se calculeze lungimea arcului curbei 
23 — a2y = 0, zz —a2=0, 
cuprins între planele 
z: == ra z = 3 . 
21. Să se calculeze lungimea unei bucle a curbei 
z = a(t — sint), y = a(l — cost), z = 4acos =» 


extremitățile buclei fiind în planul y = 0. 
Aceeaşi problemă pentru curba 


æ = a(t — sint), y = a(1 — cost), z = kasint. 
Indicaţie. Proiecţia fiecăreia din cele două curbe pe planul z = 0 este 
cicloida 
i x = a(t — sint), y = a(1 — cost), 2 = 0. 
O buclă se proiectează pe planul z = 0 după o arcadă a cicloidei. 
22. Să se calculeze lungimile curbelor închise 
z = a cos? t, y = a sìin?t; 
z = a cos?i, y = a sint, z = a cos2t. 

23. Să se calculeze versorul tangentei la elipsa 

z = a cost, y = asint. 
Aceeaşi problemă pentru curbele 

= costi + sintj +k; 

F = cos3ti + sin3tj + cos2tăk. 
24. Fiind dată suprafața 
F = ui + wj +k, 


să se determine punctul de contact al planului tangent perpendicular pe 
direcția A de parametri directori (2, 2, 1). 
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—— 


Să se determine curba situată pe suprafaţă, loc geometric al punctelor 
de contact ale planelor tangente paralele cu direcţia A. 


R. Ecuația în coordonate curbilinii a curbei căutate este 
u = 4v — 42, 
ecuaţia vectorială a acestei curbe fiind 
= kv(1 —v)i + 4021 — v) j + vk. 


25. Să se determine curba situată pe paraboloidul 
2 y? 
E = 22, 
a b 


loc al punctelor de contact ale planelor tangente care fac cu planul z = 0 un 


unghi dat a. 
Să se trateze aceeași problemă utilizînd ecuaţia vectorială (parame- 
trică) a paraboloidului 


s - 2 : $ 
F = au cosvi + bu sinv] +a cos2y + b sin2w)k. 


Indicaţie. Unghiul a două plane este egal cu unghiul normalelor. 
R. Curba căutată este Sa de ecuațiile . 


cr Y= — — — 2 
E anu F 2z, Zye tga. 


Dacă se utilizează reprezentarea parametrică, se obțin curbele coor- 
donate 


= + tga. 


26. Să se demonstreze, utilizînd reprezentarea explicită că dacă normala 
în punctul curent al unei suprafețe păstrează direcția fixă, suprafața este 
un plan. 


27. Normala în punctul curent M al suprafeței 
£ + y? +z? 212) 
T 


unde |) este o funcţie de raportul £, înțeapă planul z = 0 într-un 
z Tt i 
punct egal depărtat de origine și M. 


28. Lungimile «, B, y ale segmentelor determinate pe axele de coordo- 
nate de planul tangent în punctul curent al suprafeței 


S a 
gene 


verifică relația 
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29. Să se demonstreze că suprafeţele 
ay— ar =a, VPFI + PI = EFA NEF? = y 


formează un sistem triplu ortogonal (suprafețele sînt ortogonale. două cîte 
două, oricare ar fi «, ß, y). 


30. Să se arate că punctele singulare ale pseudosferei 
. . . u 
x = asinu cosv, y = asinusinv, z = a (cosu + logtg z) 


constituie o curbă, linia singulară a suprafeței. 
Aceeași problemă pentru suprafețele 


F = acostu cosvi + acostusinv] + asin3ui, 
4z — 3z?y? — bsyz + 4y? + z2 = 0. 
31. Se numește podara unei suprafeţe, în raport cu un punct, locul 
picioarelor perpendicularelor din punctul considerat pe planele tangente la 


suprafaţă. 
Să se afle podara suprafeţei 


F(z, y,2)=0 


în raport cu originea. 
Aplicaţie în cazul: 
a) cuadricei cu centru 


x? y? r2 a 
pe La dări păi Ca = + 1) 
(elipsoid dacă e = £’ = 1, hiperboloid cu o pînză dacă e = 1, =—i, 
hiperboloid cu două pînze dacă e = e! = — 1); 
b) paraboloidului 
z + E 2z 
a b 


(paraboloid hiperbolic sau eliptic, după cum a și b sînt de semne contrarii 
sau de același semn); 
c) paraboloidului hiperbolic 


æy = az; 


xr y” z 
HETE 
a b c 
Să se trateze problema generală a podarei, considerînd suprafaţa dată 
parametric.. 


d) suprafeţei 


ze 


100 Geometrie diierențială 


R. În cazul general se obţin ecuaţiile parametrice ale podarei 


bai Sela — Fyt EaFy ; z = Ez SaFa 
D (Fx)? > (Fx)? D(F x)? 
z, y, 2 verificîind ecuația suprafeței date. 
a) (2? + y? + 2)? = ała? +p eby? + e'c?2?; 
b) 2z(£? + y? + 2) = az? + by?; 
€) a(a? + y? + 2) + asy = 0; 
~ n n n n 
d) (a2 pr 2 > (aa) a (op) (e. 


Dacă suprafaţa este dată parametric: 
æ = zu, v), y = y(u, v), 3z = z(u, v), 
ecuațiile podarei sînt 
AZAT Yy BŁAZ Z= CZAT 


X= 3 3 
DA? ZA? XA? 


unde A, B, C sînt componentele vectorului normal. 


CAPITOLUL TI 
ÎNFĂŞURĂTOARE. CONTACT 


A. ÎNFĂȘURĂTOARE 


$ 5. Înfăşurătoarea unei familii de curbe plane 


1. Înfăşurătoarea unei. familii de curbe depinzind de un parametru: Să 
considerăm ecuaţia 


F(z, y, «) = 0, (4) 


unde a este un parametru, și să presupunem că, pentru fiecare din valorile 
lui a, aparţinînd unuia sau mai multor intervale disjuncte, sînt îndeplinite 
condiţiile de continuitate și derivabilitate (cunoscute) pentru ca ecuaţia (1) 
să reprezinte o curbă. Mulțimea acestor curbe constituie o familie de curbe 
care depinde de un parametru. 


De exemplu, ecuaţia 
(x — a) + (y — a)? — a? = 0 (2) 


reprezintă, cînd « variază în intervalul (— œo, + oo), o familie de cercuri. 

Coordonatele centrului unuia din cercurile (2) fiind egale între ele şi 
egale cu raza, înseamnă că toate aceste cercuri sînt tangente! conicei degenerate 
formate din axele de coordonate. 


Ecuația 
Eai e a, (3) 


reprezintă de asemenea o familie de cercuri. Însă cercurile (3) sînt concen- 
trice, centrul tuturora fiind originea, și este clar că nu ezistă o curbă la 
care aceste cercuri să fie tangente. 

Vedem deci că, fiind dată o familie de curbe (1), se poate întîmpla să 
existe o curbă C, la care să fie tangente curbele familiei, sau să nu existe 
o astfel de curbă. 

Curba C, dacă există, la care sînt tangente curbele familiei (1), se 
numește înfășurătoarea curbelor acestei familii. 


1 Două curbe sint tangente într-un punct, dacă au în acest punct aceeaşi tangentă. 
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Presupunînd că familia de curbe (1) admite o înfășurătoare C, fie M 
punctul de contact — cu înfășurătoarea — al unei curbe C, a familiei, 
corespunzătoare unci valori « a parametrului (fig. 36). Vom presupune că 
punctul de contact M, care se numește punct caracteristic al curbei C,, 
nu este singular pentru nici una din curbele Ca și C. 

Cînd parametrul a variază, curba C, variază. Punctul caracteristic M 
variază de asemenea, descriind înfășurătoarea. Coordonatele lui M (punct 
curent pentru înfășurătoare) sînt, evident, anumite funcții z(«), y(a) de a, 
ecuaţiile înfăşurătoarei fiind astfel 


z = s(a), y = yl). (4). 
Coeficientul unghiular al tangentei în 
M la curba C, este 


dy _ Fa 
da Fy 
De asemenea, coeficientul unghiular 


al tangentei în M la C este L 
x 


Curbele C, și C fiind — prin ipotezi — 
tangente în M, o cei 


Fig. 36 Fe 
i ? 
Fy z' 


de unde rezultă 
Foex + Fyy =0. (5) 
Pe de altă parte, coordonatele lui M, date de (4), verifică, oricare ar 
fi a, ecuaţia (1): 
F {x (a), y (a), «] = 0. 


Dacă derivăm această identitate în raport cu æ, ţinînd seamă că primul 
membru depinde de «, atît direct, cît și prin intermediul funcţiilor s(a), y (2), 
obţinem relaţia 


Fos + Fpy +r, = 0. (6) 
Comparînd (5) cu (6), deducem | 
F,=0. (7) 


Aşadar, coordonatele punctului curent al înfășurăltoarei curbelor A: 
verifică sistemul format din ecuaţiile (1) și (7). 

Se poate întîmpla ca familia (1) să fie formată din curbe care au 
puncte singulare. Fie N un punct singular al curbei C,. 

Cînd «æ variază, N descrie o curbă C’ (fig. 37). Ca Și szaidostatalle 
punctului curent M al înfășurătoarei, coordonatele lui N, funcţii de «, 
verifică identic ecuaţia (1), deci și relaţia (6), obţinută prin derivare în 
raport cu g. lb 
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Însă N fiind punct singular, coordonatele lui verifică de asemenea - 
(identic) relaţiile 
F, = F; =0, 


astfel încît (6) se reduce și de data aceasta la (7). 

Deci, coordonatele punctelor singulare ale curbelor familiei (1) verifică 
sistemul (1), (7), ca şi coordonatele punctului curent al înfășurătoarei. 

Se poate, de asemenea, întîmpla ca ecuația (7) să fie verificată de 
coordonatele tuturor punctelor unei curbe Ca, corespunzătoare unei anu- 
mite valori &g a lui a. Aceasta are loc dacă, 
pentru & = &o, (7) este o identitate (în zși y) 
sau este o consecință a ecuației (1). O astfel 
de curbă poartă numele de curbă staționară a 
familiei de curbe C,. 

Vom considera acum problema inversă. 
Fiind dată ecuația (1), să-i asociem ecuația (7), 
obținută prin derivare în raport cu &, și să. 
presupunem îndeplinite condiţiile în virtutea 
cărora, pentru o valoare oarecare « a para- 
metrului!, ecuaţia (1) reprezintă o curbă C,, 
iar ecuaţia (7) o curbă T ,. Să presupunem 
de asemenea că. cele două curbe C, și Dy Fig. 37 
corespunzătoare valorii a a parametrului, au un 
punct comun M(x, y), pentru coordonatele căruia sînt îndeplinite condiţiile 


D(F, Fa) _ Fy Fy +0. (8) 
D (zx, y) N Fax Fiù 


Faa F O. (9) 

În virtutea condiţiei (8) putem afirma, în primul rînd, că cel puțin 

una din derivatele F, Fy este diferită de zero, în M, și același lucru îl 

putem spune despre derivatele Fox, Fay. Înseamnă că M este punct regulat 
pentru curbele C, şi F,- 

n al doilea rînd, în virtutea teoriei funcțiilor implicite?, rezultă că 

ecuațiile (1) şi (7), verificate — prin ipoteză — de coordonatele z, y ale 

lui M, pot fi rezolvate în raport cu aceste coordonate. Obţinem astfel 


z = ala), y = y(a), (10) 


æ(«) și y(«) fiind funcții continue — cu derivate continue — de a, care 
verifică ecuațiile (1) și (7): 


F [z («), y(a), a] = 0, Flz(a), y(a), a] = 0. (11) 


Cînd a variază, curbele C, și [, variază. Punctul M variind de ase- 
menea, descrie o curbă C, reprezentată parametric de ecuaţiile (10), pentru 
“care M este punct regulat. 


———— 


1 Valorile pe care le poate lua parametrul pot constitui unul sau mai multe inter- 
vale (disjuncte). 
2 În virtutea uneia din teoremele de existenţă amintite în cap. I, $1,6. 
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În adevăr, derivînd identitățile (11) în raport cu æ, obţinem relaţiile 
Faa’ + Fry! =0, | 
Fo d + Faty’ Fu = 0. (12) 


De aici, ţinînd seamă de (8) și (9), rezultă că cel puţin una din 
derivatele z', y’ este diferită de zero, încît M este — în adevăr — punct 
regulat al curbei C. 

Așa fiind, din prima relaţie (12) obţinem 

Fo y 


PSC A LA 
Fy z' 

ceea ce înseamnă că tangenta în M la curba C, coincide cu tangenta în M 

la curba C (descrisă de M), care este, prin urmare, înfăşurătoarea curbelor 

familiei (1), iar M este punctul caracteristicl. 

n concluzie, locul geometric al punctelor comune curbelor (1) şi (7), 
numit curba discriminaniă a familiei de curbe (1), este format din înfășu- 
rătoarea curbelor (1), din locul geometric al punctelor singulare ale acestor 
curbe şi din curbele staţionare ale familiei. 

Ecuația curbei discriminante. se obţine, potrivit teoriei locurilor geo- 
metrice, eliminînd parametrul æ între ecuaţiile (1) și (7). Ecuațiile para- 
metrice ale curbei discriminante se obţin rezolvînd sistemul (1), (7) în 
raport cu v și y. 


Observaţii. I. În general, două curbe apropiate C, şi Cush 
ale familiei (1), corespunzătoare valorilor apropiate a și a + h ale para- 
metrului, se întretaie în unul sau mai multe puncte (fig. 38). Fie P un ` 
astfel de punct. Coordonatele lui P verifică 
sistemul 


F(z, y, a) =0, F(z,y,a+h)=0 
sau sistemul 


Fega Eneti il A PE 


h 
Cînd h— 0, P are o poziţie limită M. 
A doua ecuaţie a sistemului precedent devenind 


Fa (z, Y, a) a 0, 


Fig. 38 


coordonatele lui M verifică sistemul (1), (7). 
Deci M aparține curbei discriminante a familiei (1). Dacă M nu este 
singular pentru C,, el aparține înfășurătoarei curbelor (1), iar dacă este 
singular, aparţine locului punctelor singulare ale acestor curbe. 


1 Este posibil să existe unele puncte caracteristice (puncte de contact ale înfăşu- 
rătoarei cu unele curbe Ca), presupuse puncte regulate atît pentru înfăşurătoare, cît şi , 
pentru curbele Ca corespunzătoare, în care derivata Fag se anulează. În aceste puncte, - 
D (F, Fa) 


se anulează de asemenca, şi reciproc, cum rezultă 
D (x, y) 


determinantul funcţional 


din relaţiile (12). 
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Se poate întîmpla ca toate curbele C, să conțină unul sau mai multe 
puncte fixe (ecuația să fie verificată, pentru orice valoare a lui «æ, de 
coordonatele unuia sau mai multor puncte fixe). Raționamentul de mai sus 
este aplicabil şi acestor puncte, deci coordonatele lor verifică și ecuația (7). 
Punctele fixe (dacă există) ale curbelor C, pot fi considerate că aparţin 
înfășurătoarei. 

II. Este posibil să existe puncte caracteristice care să nu provină din 
puncte de intersecţie a două curbe apropiate C, și Cans cum ne vom 
convinge ulterior, cînd ne vom ocupa 
de evoluta unei curbe planet. 


Aplicaţii. I. Să se afle în” 
făşurătoarea dreptei variabile pe care 
axele de coordonate (ortogonale) de- 
termină un segment de lungime 
constantă a. 

Dacă A și B sînt punctele în care 
dreapta taie axele Oz și Oy respectiv 
(fig. 39), iar «a = X OAB, avem 


OA = a cosa, OB = asin g, 
deci ecuația dreptei AB este 
z sin + y cos a = a sin « cos «. (I) 


Derivînd în raport cu «, obținem 
ecuația 


Fig. 39 


scos — ysina = a(cos?« — sin?a). (II) 


Ecuația înfășurătoarei? se obține eliminînd pe «œ între ecuațiile (I) 
și (II). Este mai ușor însă să obținem întîi ecuațiile parametrice ale înfă- 
şurătoarei. 

Înmulțind ecuaţia (I) cu sina și pe (II) cu cosa și adunînd, apoi pe (I) 
cu cosa şi pe (II) cu sina și scăzînd, obținem ecuațiile parametrice ale 
înfășurătoarei 


z = a costa, y = a sina. (III) 
Ecuația înfăşurătoarei se obţine acum imediat sub formă iraţională, 


"din (III), ridieînd la puterea = şi adunînd: 


2 A 
Înfăşurătoarea este curba cunoscută sub numele de astroidă. 
Sub formă raţională, ecuaţia astroidei se scrie 
(2 + y? — a) + 27a2a2yp2 = 0. 


1 v. cap. III, § 14, 16. 
2 Dreapta neavînd puncte singulare, curba discriminantă coincide cu înfăşurătoarea. 
3 v. exerciţiul 14, de la sfîrşitul cap. I, şi nota relativă la acest exerciţiu. 


2 
3 
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Se constată ușor că astroida este totodată locul piciorului perpendi- 
cularei pe dreapta AB, din punctul în care se taie paralelele prin A și B 
la axele de coordonate. 


II. Să se determine înfăşurătoarea şi locul punctelor singulare ale 
curbelor ză 


(y — a)? — (£ — 13}? = 0. ta, 10) 
Derivînd în raport cu à, obţinem ecuaţia | 
—(y — 1) + 3A (s — =0. (11) 


Eliminînd pe y — à între (I) și (II), rezultă ecuația 
9)2 (x — 2 — (2 — X) = 0, 


care se descompune în ecuațiile 


z — X = 0,9X (s — X) —1=0. (III) 
Ținînd seamă de prima ecuaţie (III), ecuaţia (II) devine 
y— =Q. (IV) 


Prima ecuație (III) și ecuaţia (IV) sînt ecuațiile parametrice ale unei 
parabole, a cărei ecuație este 


y — srz =Q. 


Se vede ușor că această parabolă este locul punctelor singulare ale 
curbelor (I). În adevăr, sistemul 


F(x, y) = 0, Fa = 0, F, = 0, 
care dă punctele singulare, se reduce la prima ecuație (III) şi la (IV). 
Din a doua ecuaţie (III) obţinem 
SA +1 
= — 3) 
922 
încît din (II) rezultă 
_ 273% +1 i 
278 
Așadar, înfășurătoarea este curba de ecuaţii parametrice 
SM + 1 274 + 1 
= ———— 3 Yy a 
922 273 


i 1 De altfel, cum se poate uşor verifica, familia (1) se obține dind parabolei semi- 
cubice 


yYy— a = 0 
z= X+, y=Y+A, 


prin care punctul dublu descrie parabola 


translația 


y¥— z= 0. 


- 
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2. Înfăşurătoarea unei familii de curbe depinzind de doi parametri legaţi 
printr-o relaţie. Să considerăm acum ecuaţia 

F (z, y, «, B) = 0, (13) 

unde a și B sînt doi parametri, și să presupunem că, pentru fiecare din 

“sistemele de valori ale acestor parametri, aparținînd unui domeniu! A, 

sînt îndeplinite condiţiile care ne asigură că ecuaţia (13) reprezintă o curbi. 

Mulțimea acestor curbe constituie o familie de curbe depinzind de doi 


parametri. În general o astfel de familie nu admite înfășurătoare. 
Să presupunem însă că parametrii «, B sînt legaţi printr-o relaţie 


ẹ (x, B) = 0, (14) 


și că sînt îndeplinite condiţiile în virtutea cărora relația (14) poate fi rezol- 
vată în raport cu unul din parametri?. 

Presupunînd că am rezolvat relaţia (14), în raport cu $, ecuaţia (13) 
se scrie 


F [z, y, a, B (a)] =0, (15) 


şi reprezintă o familie de curbe depinzînd de un parametru, căreia fi sînt 
aplicabile considerațiile de mai sus. 
Derivînd în raport cu æ, din (15) obținem ecuaţia 


Fa + Fg- B’ == 0. 
Însă, din (14) avem 
la ni 


încît ecuaţia precedentă se scrie 


Fa’ Pg — Fg Qa = 0 


RUA = 0. (16) 
D (a, P) 


Aşadar, eliminînd pe a și B între ecuaţiile (13), (14) și (16), obținem 
curba discriminantă care, în cazul cînd curbele (13) nu au puncte singulare, 
coincide cu înfășurătoarea acestor curbe. 

În paragraful următor vom trata, vectorial, problema înfășurătoarei 
unei familii de curbe plane sau în spaţiu, reprezentată parametric. 


Aplicaţie. Să se determine înfășurătoarea familiei de drepte 


x B 
Știind că parametrii «, B sînt legaţi prin relația 
a™ + pm — a” = 0, (a = const.). (11) 


1 Situat într-un plan x în care coordonatele carteziene ortogonale sînt a şi B. 
2 Geometric, aceasta înseamnă că ecuaţia (14) reprezintă o curbă în planul v în 
care œ, B sînt coordonate, situată total sau parţial în domeniul A. 
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e TR eee E a L SS a PRI eg ORNER i er, a e 
SI E De TD RI DI S  Z= 


Dacă indicăm prin F(x, y, «, B) și ọ(«, B) primii membri, avem 


încît relaţia (16) se scrie (înmulțind cu pia edi 62): 
m 


i Y | =; UI) 


a™+l gmt 


Trebuie să eliminăm pe « și B între (I), (II), (I1). 
Din (II) și (III) obținem, fără dificultate, 


poe 0 EEEE ete O 
í m m le | m m i 
pm laamri m antiy ymti m 
Introducînd aceste valori în (I), obținem ecuația, sub formă iraţională, 


m m m 


m-i ? 1 1 
a + pa aante 


a înfășurătoarei familiei de drepte (1). 
Pentru m = 2, relația (II) exprimă că segmentul determinat de axe 
pe dreapta (I) este constant. În acest caz, înfăşurătoarea este o astroidă. 
Pentru m = 1, cînd avem a + B =a, înfășurătoarea este parabola 


(x — y} —a (2x + 2y — a) = 0. 


p E AER E EA 
Pentru m = —2 , cînd avem — r înfăşurăloarea este cercul 
& a 
a p y = a 


$ 6. Înfășurătoarea unei familii de curbe în spațiu 


3. Înfășurătoarea unei familii date prin două ecuaţii depinzind de un 
parametru. Fiind date ecuaţiile 


F (z, y, z, 8) =0,G(z, y, z, a) = 0, (17) 

unde « este un parametru, să presupunem că aceste ecuații reprezintă o 
familie de curbe în spaţiul. 

Ca și în cazul curbelor plane, se pune întrebarea dacă există o curbă C, 


la care toate curbele familiei (17) să fie tangente. Curba C, dacă există, se 
numește înfășurătoarea curbelor (17). 


1 Admitem deci că sînt îndeplinite condiţiile care asigură existenţa acestei familii. 


s Înfăşurătoare, contact 109 


Presupunînd că familia de curbe (17) admite o înfășurătoare C, fie M 
punctul caracteristic (punctul de contact cu înfășurătoarea C) al curbei C,, 
corespunzătoare valorii « a parametrului. Coordonatele lui M fiind anumite 
funcţii x (a), y (4), z(a) de «, ecuaţiile parametrice ale înfășurătoarei sînt 


z = a (0), y = y («), z = z (a). (18) 


În ipoteza că M nu este punct singular pentru înfăşurătoare şi curba Caz 
parametrii directori ai tangentelor în M la C şi C, sînt respectiv x’, y’, z’ 
pee DUC) DAC irb C şi C, fiind tangente în M, deducem 

D (y,2) D{(z,£) D(x, y) 


SE Meg elice e a ati (19) 
D(F,G) D(F,G) D(F,G) 


D (y2) Dao) D(z, y) 


Ținînd seamă de aceste relații și de identitățile? 


piei leac) E cd ja eee), 220, 
D (y, =) D (z, 2) D (x, y) 

G. DFO G i D (F,G) G,- DIEG) 0 
D {y, 2) D (2, 2) D(z, y) 


deducem relaţiile 
Pa +Fyy HT =O, 
G. 2 +G y +G-z=0. 


Pe de altă parte, coordonatele lui M, date de (18), verifică ecuațiile (17). 
Dacă derivăm în raport cu « identitățile obținute, rezultă relațiile 


Fe + Fy + F: + F, = 0, 

G s + Gry +G: +G = 0. 

Din compararea acestora cu relațiile (20), obținem 
F, =0,G, =0. (21) 


Așadar, coordonatele punctului curent ( regulat) al înfășurăloarei curbelor 
(17) verifică sistemul format din ecuaţiile (17) şi (21). 

Cum acest sistem — de patru ecuaţii în z,y,z—nu are în general 
soluţii variabile, înseamnă că o familie de curbe în spațiu (17) nu are în 
general înfăşurătoare. 

Să considerăm problema inversă, Fiind date ecuaţiile (17), să le aso- 
ciem ecuaţiile (21) şi să presupunem că cele două curbe C, și [,, repre- 
zentate respectiv de ecuaţiile (17) și (21) (corespunzătoare aceleiași valori œ 
a parametrului) se întretaie, ceea ce are loc dacă sistemul (17), (21) este 
compatibil, oricare ar fi œ (dacă sistemul are soluţii variabile). 

Fie M(x, y, z) un punct comun curbelor C, și |. 


(20) 


1 Verificarea acestor identități nu prezintă nici o dificultate (se înlocuiesc determi- 
nanţii funcționali prin expresiile lor). 
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Vom admite că unul (cel puţin) din determinanţii funcționali 

D (F,G, Fa) A D (F, G, Ga) (22) 

| D (x, y,2) D (zx, y, 2) 

este diferit de zero, și — de asemenea — una (cel puţin) din derivatele 
Ga, este diferită de zero în punctul M. 


Fie de exemplu 


aa? 


D(F,G, Fa) ER 
piega ~| Cs Gu G |#0, (23) 
ud FFF 
| f ax 4 ay 4 az 
Fa FO. (24) 


Potrivit condiţiei (23), putem afirma, în primul rînd, că cel puţin unul 
din determinanţii funcționali 
D(F,G) D{F,G) D{F,G) 
E a a TAT Lă 
Diy,2) Da) Dl) 


(25) 


este diferit de zero. Înseamnă că M este punct regulat pentru curba C,. 
n al doilea rînd, potrivit unei teoreme de existenţă a funcţiilor impli- 
citel, ecuaţiile 


F=0,6=0,F,=0, (26) 


verificate de coordonatele v, y, z ale lui M, pot fi rezolvate în raport cu 
aceste coordonate. Obţinem astfel 


z = s (a), y = y (a), 2 = z(a), (27) 
(a), y(«), z (æ) fiind funcții (cu derivate continue) de «, care verifică 
(identic) ecuațiile (26): 
F [a (a), y (a), z («), a] = 0, G [æ (a), y (a), z(a), a] =0, (28) 
Falz (o), y (a), z (a), «] = 0. 


Cînd « variază, curbele C, și [, variază. Punctul M variază de asce- 
menea, descriind o curbă C, reprezentată parametric de ecuațiile (26). 


Pentru curba C, M este punct regulat. 
În adevăr, derivînd identitățile (28), obținem relaţiile (20) și relația 
ae a PR SP Baa Baa =0. 


Din aceasta, ţinînd seamă de (24), rezultă că cel puţin una din deri- 
vatele z', y', z' este diferită de zero. Deci M este — în adevăr — punct 
regulat al curbei C. 


1 Analoagă cu teoremele de existenţă enunțate în cap. I, § 1, 6. 
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Determinanții funcționali (25) nefiind toți nuli, din (20) ‘deducem 
relațiile (19), ceea ce înseamnă că tangenta în M la curba C, coincide: cu 
tangenta în M la curba C (descrisă de M), care este — prin urmare — înfă- 
şurătoarea familiei (17), M fiind punctul caracteristic! al curbei C.. 

"În definitiv, familia de curbe (17) admite înfășurătoare, dacă sistemul 
(17), (21) este compatibil, oricare ar fi a, și dacă, peniru o soluţie a acestui 
sistem, determinanţii (22) nu sînt amindoi nuli şi — de asemenea — derivatele 
aa Ga nu sînt amîndouă nule. 

Se vede ușor, printr-un raționament asemănător cu cel făcut în cazul 
curbelor. plane, că, în cazul cînd curbele C, ale familiei (17) au puncte sin- 
gulare, coordonatele acestor puncte verifică sistemul (17), (21), ca și coordo- 
natele punctelor caracteristice. 

Prin urmare, sistemul (17), (21) reprezintă în general curba discriminantă, 
constituită din înfășurătoarea curbelor (21) și locul punctelor singulare ale 
acestor curbe. 


4. Înfăşurătoarea unei familii de curbe date parametric. Să considerăm 
o familie de curbe — plane sau nu — depinzînd de un parametru a, repre- 
zentată de ecuaţia 


F = F(t, a). (29) 


Dacă această familie admite o înfășurătoare C, vectorul de poziție al 
punctului caracteristicM — al curbei C, corespunzătoare valorii a — este 
dat de (29), unde t este o anumită funcție (4), deci înfăṣurătoarea C este 
reprezentată de ecuaţia 

F = F [t (a), a]. 


Curbele C, și C avînd aceeași tangentă în M, deducem că vectorii 
F, ṣi Ft + F, sînt paraleli; deci avem 


Pi X (Fet +F) = 0, (30) 
de unde rezultă condiția necesară şi suficientă 
PXT =0. (34) 


Această condiție este verificată și de vectorii de poziție ai punctelor 
singulare, în cazul cînd curbele (29) au astfel de puncte. 
n scriere scalară, relaţia (31) are forma 


Sti (317) 
sau 


Zi, (317) 


după cum familia (29) este constituită din curbe plane, situate în 
planul z = 0, sau din curbe în spaţiu. 


1 Este posibil să existe unele puncte caracteristice, regulate atît pentru înfăşură- 
toarca C, cît şi pentru curbele C, corespunzătoare, în care determinanţii (22) sint amîndoi 
nuli. În aceste puncte se anulează de asemenea şi derivatele Fega, Gaa, şi reciproc, cum se 
vede uşor. 
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oo 


În primul caz, relația (341') determină funcția t(«), pe care am pre- 
supus-o cunoscută. În al doilea caz, una din cele două relații (31°) deter- 
mină pe t(a), iar cealaltă trebuie verificată identic de funcția t(«). Altfel 
spus, relațiile (31”) trebuie să fie compatibile, oricare ar fi «. 

Faptul că relația (31) este simetrică în indicii de derivare ¿ și «, în- 
seamnă că înfășurătoarea familiei de curbe (29), pentru care « este para- 
metrul care determină curbele familiei (cum am presupus mai sus), este 
aceeași cu înfăşurătoarea familiei pentru care rolul de a determina curbele 

familiei? îl are ż. 


Aplicaţii. I. Un fascicul de 
raze paralele se reflectă pe un cerc 
situat în planul fasciculului. Să se 
afle înfășurătoarea razelor reflectate 
(caustica cercului). 


Presupunem că centrul cercului, 
de rază a, este în origine și că razele 
incidente sînt paralele cu axa Os 
(fig. 40). 

Fie M punctul cercului, în care o 
anumită rază se reflectă, și fie ọ un- 
ghiul razei reflectate cu Oz. 

Găsim uşor, ţinînd seamă că un- 
Fig. 40 ghiul format de raza incidentă şi raza 
reflectată este bisectat de normala 


în M la cerc, că M are coordonatele G cos > asin z): 


Cum apoi cosinusurile directoare ale razei reflectate sînt (cos ọ, sin ọ), 
rezultă că raza reflectată are ecuațiile parametrice 


s= a cos & + pcos ọ, 
(1) 
y=a sin = + ọsin g, 


unde p = MP, P fiind punctul curent al razei reflectate. 
Aceste ecuaţii, unde p și ọ sînt doi parametri, reprezintă familia razelor 
reflectate. 


Avem 
Tep = COS 9, Yp = sing, 
L a. 9 : _a Q 
t = — y m y — Psin g, nE 008.7 + p cos ọ, 


încît relația (31') se scrie 
cos 9 _ sin e 


—————— 3 


a . 9 7 a e 
—g sin -—psine g eos p + pceosọ 


a aa 


1 În ipoteza că cele două familii nu au puncte singulare. 
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de unde rezultă 


EI a a 
p O a (II) 


Deducem, înlocuind în (I) pe p prin valoarea dată de (II), că ecuațiile 
parametrice ale înfășurătoarei căutate sînt 


a . a 
z = acos | — & cos ọ cos |, y = asin? — Š sing cos & 
2 2 2 2 2 


sau (transformînd produsele cos ọ cos și sinọ sin Š în sume) 


X 3 : $ . 8 
z = £ [3 cos £-— cos 7) y=4 (3 sin £ — sin |: 
4 2 2 44 2 2 


- - 


Observînd că aceste ecuaţii se pot scrie încă 
a (3 1 3 a(3.. i . 3 
z = Å |Ž cos P—— cos £], y = 7 ($ sint— ysin , 
2 42 2 2 2 2 2 


înseamnă că înfășurătoarea este epicicloida! cu două puncte de întoarcere, 


, PEERS A a 
a cercului concentric cu cercul dat şi cu raza PE cercul care se rostogolește 


pei 


A a 
avînd raza T: 


II. Să se determine condiția ca familia de drepte în spațiu 
F=Pyo+tă, 
unde vectorii F şi ă depind de un parametru a, să admită înfășurătoare, 
Avem i 
7 =ă, FF! 


Potrivit condiţiei (31), este necesar și suficient ca vectorii și F + tã’ 
să fie paraleli, ceea ce se poate scrie sub forma 


F + tā = uă, 


unde u este alt parametru scalar. 


Prin urmare vectorii Fj, &, â' sînt ARIA dependenţi, deci coplanari, 
încît produsul lor mixt este nul: 


m aāaā)=0. 


" Această relație constituie condiția căutată: ` 


1 v. exercițiul 14, de la sfirşitul cap. I. 


de ea că 
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$ 7. Întăşurătoarea unei familii de suprafete 


5. Înfăşurătoarea unei familii de suprafeţe date printr-o ecuaţie implicită 
depinzând de un parametru. Fie ecuaţia 


F(x, y, z3, æ) = 0, i (32) 


care reprezintă o familie de suprafeţe depinzînd de un parametru.! 

ntocmai ca- în cazul curbelor plane, ne întrebăm dacă există o supra- 
față S, la care să fie tangente? suprafețele familiei (32). 

Suprafața S, dacă există, se numeşte înfăşu- 
rătoarea suprafețelor (32). 

Vom arăta că, în anumite condiții, o familie 
de suprafețe depinzînd de un parametru admite o 
înfășurătoare, la care este tangentă fiecare supra- 
fată a familiei în lungul unei curbe. 

În adevăr, să presupunem că familia de supra- 
feţe (32) admite o înfășurătoare S și fie C, curba 
de contact — cu înfășurătoarea S— a unei supra- 
feţe S, a familiei, corespunzătoare valorii a a para- 

Fig. 41 metrului (fig. 41). 
„ Curba de contact C, se numește curba caracte- 
ristică sau mai scurt caracteristica suprafeței S,. 

Cînd a variază, suprafaţa S, variază. Caracteristica C, variază de ase- 
menea, rămînînd pe suprafața S. Putem deci spune că înfășurătoarea S este 
generată. de caracteristica C,. 


Fie 


Sa 


G (£, y, 23) = 0 (33) 


ecuația înfășurătoarei S, şi M(x, y, z) un punct oarecare al caracteristicii C,- 
Vom presupune că M este punct regulat, atît pentru S, și S, cît și pentru C,- 
Aceasta înseamnă că două din coordonatele lui M, de exemplu y și z, 
se pot exprima? cu ajutorul celeilalte, z. Este clar apoi că, deoarece M apar- 
ţine caracteristicii C,, care corespunde unei anumite valori « a parametrului, 
coordonatele y şi z ale lui M, care depind de x, depind de asemenea dea: 


y = y (x, 4), z = z3 (£, æ), (34) 


funcțiile y şi z avînd derivate — în raport cu x — continue. Vom presupune 
că y şi z au de asemenea derivate continue în raport cu a. 

Aşa fiind, y și z, date de (34), verifică identic ecuațiile (32) şi (33). Deri- 

vînd în raport cu « identitățile ce se obțin astfel, deducem relațiile l 

F, z = gri 

y Ya t Fr + Fa =Q, (35) 

Ga + Gaz, = 0. l 


1 Admitem că sînt îndeplinite condiţiile care asigură existența acestei familii de 
suprafețe. 

2 Două suprafeţe sînt tangente într-un punct, dacă au — în acest punct — acelaşi 
plan tangent. ; 

3 Din ecuaţiile (32) şi (33), care reprezintă caracteristica Ca. 
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DI = ID Po e DI PE TE DI D= 


care exprimă că suprafeţele Są şi S au același plan tangent în M, şi de a doua 
relaţie (35), din prima relaţie (35) rezultă 


F,=0. | (36) 


Așadar, coordonatele punctului curent (regulat) al unei caracteristici 
oarecare C, a familiei (32) verifică ecuațiile (32) şi (36). 

Printr-un raționament simplu (ca și în cazul curbelor plane) se vede 
că, în cazul cînd suprafeţele S, ale familiei (32) au puncte singulare, coordo- 
natele acestor puncle verifică de asemenea ecuaţiile (32) şi (36). 

Se poate, de asemenea, întîmpla ca ecuaţia (36) să fie verificată de 
coordonatele tuturor punctelor unei suprafeţe S4, corespunzătoare unei 
anumite valori o a lui æ. O astfel de suprafață poartă numele de ie iai 
staționară a familiei de suprafeţe S, 


Să considerăm acum problema inversă. Fiind dată ecuaţia (32),-să-i 
asociem ecuaţia (36). 

n fiecare punct regulat al curbei C,, reprezentată de ecuaţiile (32), (36), 
corespunzătoare valorii œ, cel puţin unul din determinanţii funcționali 
D (F, Fa) D(F, Fa) D(F, Fa) 

D (y, 2) D (z, 2) D (x, y) 
este diferit de zero. 
Să presupunem de exemplu că avem, în lungul întregii curbe C, (cu 
excepția punctelor singulare) 


D (F, Fa) _ 
Diy) 


(37) 


PayPal 


În virtutea acestei ipoteze, putem afirma — în primul rînd — că cel 
puțin una din derivatele F}, F, este diferită de zero în lungul curbei Ca: 
De asemenea este diferită de zero cel puţin una din derivatele F,, Faz 
seamnă că punctele regulate ale curbei C, sînt puncte regulate pentru oar 
din suprafeţele S, şi 2, reprezentate respectiv de ecuaţiile (32) și (36). 

În al doilea “vind, ecuațiile (32) și (36) definesc pe y şi z ca funcţii de z 
şi de a: 


y = ya, a), z= z3 (x, a), (38) 
aceste ecuații constituind o reprezentare parametrică a curbei C4- 
Să adăugăm acum, condiției (37), condiția? 


Faa FO. (39) 


1 Dacă nici unul din cei trei determinanţi funcționali nu este diferit de zero în 
lungul întregii curbe Ce, împărțim curba în arce (regulate), astfel încît în lungul fiecărui 
arc să fie dilerit de zero unul din determinanţi, și aplicăm fiecărui arc raţionamentul 
din text. 

3 Excludem deci (deocamdată), din consideraţiile noastre, şi punctele curbei Ca, ale 
căror coordonate anulează derivata F&a- 


9* 
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Cînd « variază, suprafețele S, și 2, variază. Curba C}, variind de ase“ 
menea, generează o suprafață S, reprezentată parametric de ecuaţiile! 


x = qx, y = y(x, 0), z = z(x, æ). l (38°) 


Pentru suprafața S, punctele regulate ale curbei C, sînt puncte regulate. 
În adevăr, funcțiile y(x, a) și z(x, a) verifică identic ecuațiile (32) 
şi (36): > i 
Flz, y(x, a), z(x, a), a] = 0, F, [z, y(x, a), z(x, «),a] = 0. (40) 
Derivînd aceste identități în raport cu &, obținem relațiile 
Fy’ Ya t Fz' 3a = 0, 


(41) 
P ie lazi da Tia = 0, 
de unde, ținînd seamă de (39), rezultă că derivatele y, şi z, nu sînt amîn- 
două nule. 


Deducem că determinanții funcționali 


Ys Ze] [Ze Îl ys 
Ya Za] |Za 0] 10 Ya 


x [e ă 


(42) 


ai funcțiilor z, y(x, a), z(z, a), din (38°) nu sînt toți nuli, încît — în ade- 
văr — punctele regulate ale curbelor C,, pentru care este îndeplinită con- 
diția (39), sînt puncte regulate ale suprafeţei S. 

În sfîrşit, să derivăm prima identitate (40) în raport cu x. Relaţia ce 
se obține constituie, împreună cu prima relaţie (41), sistemul 


Fa + Fo Yx + Fi"2 = 0, 
Fyt Ya + Fz'% = 0, 


de unde, ținînd seamă că determinanții (42) nu sînt toți nuli, deducem 


E E 
Yx 2 zx 1 1 Yx 
Ya Ža Za 0 0 Ya 


Aceste relații exprimă că, în fiecare punct al curbei C,, pentru care este 
îndeplinită condiţia (39), suprafeţele S, şi S au acelaşi plan tangent. 
Prin urmare, familia de suprafeţe S,, reprezentată de ecuaţia (32) 


F(z, y, 2,0) = 0, 
admite o înfășurătoare S, dacă ecuaţiile (32), (36) 


F=0, F =0 


2 Ecuațiile (38°) sînt obținute adăugînd ecuațiilor (38) ecuaţia v= z7. 
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reprezintă o familie de curbe C,, în lungul cărora derivata: Foa. 
de zero. Caracteristicile! sînt curbele C,. 

În concluzie, locul geometrie al ee pl comune suprafeţelor (32) 
și (36), numit suprafața discriminantă a familiei de suprafeţe (32), este for- 
mat din înfășurătoarea suprafeţelor (32), generată de curbele caracteris- 
tice Ca, din locul punctelor singulare ale acestor suprafeţe și din supra- 
fețele staţionare. 

Ecuația suprafeţei discriminante se obține, potrivit teoriei locurilor geo- 
metrice, eliminînd parametrul « între ecuaţiile (32) și (36). Ecuațiile para- 
metrice ale curbei discriminante se obţin rezolvînd sistemul (32), (36) în 
raport cu două din coordonatele v, y, z. Parametrii pe suprafaţa discrimi- 
nantă sînt a treia coordonată și a. 


este diferită 


"Observaţie. În general, două suprafeţe apropiate S« și San ale 
familiei (32), corespunzătoare valorilor apropiate æ și « + h ale parame- 
trului, se întretaie după o curbă I +n; reprezentată de ecuaţiile 


F(x, y, z, a) =,0, F(z, ya a4+h)=0 


sau de ecuațiile 
o Mahar MEE anan, g, 


F(z, y, 2,0) = A 


Cînd h -> 0, curba T n tinde către o curbă [,. A doua din ecuaţiile 
precedente devenind la limită 


F, (%, Y, z, «) = 0, 
curba T, este reprezentată de (32), (36), deci coincide cu C,. 


6. Muchia de întoarcere a înfăşurătoarei unei familii de suprafeţe. În 
ceea ce privește familia caracteristicilor C,, ale suprafețelor S, reprezen- 
tate de ecuația (32), se poate pune problema de a vedea dacă are sau nu 
înfășurătoare. 

În virtutea teoriei înfășurătoarelor curbelor în spaţiu, trebuie să con- 
siderăm sistemul format din ecuaţiile (32) și (36) 


F=0,F,=0, 


ale familiei caracteristicilor C,, și ecuaţiile ce se obţin din acestea prin deri- 
vare în raport cu a: A 


F, =0, Fa =0. 
Deci înfășurătoarea caracteristicilor (dacă există) este dată de sistemul 
F(x, y,z,0)=0, Fi(z,y,z,0)=0, Falz, Y, z, &) = 0. (43) 


1 Este posibil să existe puncte ale caracteristicilor Ca, presupuse puncte regulate 
atît pentru înfăşurătoarea S, cît și pentru suprafețele S corespunzătoare, în care deri- 
D(F,Fa) . D(F,Fa) 


pd il mii- anl 
D(y,2 D (z, 2) ? 
se anulează de asemenea şi reciproc. Aceste puncte sînt deci puncte ṣingulare 


vata Faa să se anuleze. În aceste puncte, determinanţii funcționali 


D(F,Fa) Fo) 
D (z, y) 
ale caracteristicilor Ca. 


118 Geometrie diferenţială 


Potrivit aceleiași teorii, existenţa înfășurătoarei caracteristicilor este 
asigurată, dacă, pentru o soluţie a sistemului (43), avem 


F F F 
D F, Fa, Faa i y d 
PE Fe Fa Fa FO (4) 
căi Faax V O AT 
Fasa Æ O. (45) 


„- “Înfăşurătoarea C a caracteristicilor C,, situată pe înfăşurătoarea S a 
suprafețelor S,, se. numește muchia de întoarcere a înfășurătoarei S. 

Denumirea de muchie de întoarcere, dată curbei C, este justificată de 
faptul că secţiunea suprafeţei S — cu un plan care.trece printr-un punct regulat M 
al curbei C şi nu conţine tangenta în M la C — este o curbă pentru care M 
este un punct de întoarcere de prima speţă. 

` În adevăr, să admitem că pentru M sînt îndeplinite condiţiile (44) și (45). 

Pentru simplificarea demonstraţiei, vom alege în mod convenabil 
sistemul de coordonate și parametrul. Anume, vom presupune că originea 
sistemului de coordonate coincide cu M şi că acest punct corespunde valorii 
a = 0 a parametrului. Aceasta înseamnă că M este punctul caracteristic 
al caracteristicii Co, după care se întretaie suprafeţele So şi Xa reprezentate - 
respectiv de primele două ecuaţii (43) în care facem « =0. 

În virtutea condiţiei (44), M este punct regulat pentru fiecare din 
suprafeţele Sg şi 2, iar planele tangente în M la So și Ze sînt distincte. 
Putem presupune că aceste plane sînt respectiv planele de coordonate xOz 
și yOz. În sfîrşit, alegem ca plan sOy planul (prin M) cu care tăiem supra- 
faţa S (fig. 42). 

Ecuațiile suprafeţelor Sg și Bo sînt 
respectiv 
F(x, y, z, 0)=0, Fz, y, z, 0) = 0. 


Dezvoltînd primii membri după 
formula lui Taylor și ţinînd seamă 
că So și Xo trec prin origine, fiind tan- 
gente în origine planelor y = 0 ṣi x = 0 
respectiv, obținem 

F(x, y, 2, 0) = hy + ..., 
F2, Y, 2, 0) = ka + 


unde h și k sînt constante diferite de 
Fig. 42 zero, iar termenii nescriși sînt cel puţin 
de gradul al doilea în z, y, z. 


1 Potrivit teoriei întăşurătoarelor curbelor în spaţiu, dacă în M sînt îndeplinite `’ 
condiţiile (44), (45), M este punct regulat al înfăşurătoarei C. Pot însă exista puncte 
regulate ale curbei C, în care condiţiile (44) și (45) să nu fie (ambele) îndeplinite. 

2 Sistemul Oxyz este în general un sistem de axe oblice. | 

Ecuațiile tangentei şi planului tangent au însă, în coordonate oblice, aceleaşi forme 
ca în coordonate ortogonale, cum se vede uşor făcînd transformarea: 

T= Gu” + ay’ + a3’, Y= agt F aay’ + aaz, 2 = aat Hay’ + asaz’, 
unde x’, y’, z' sînt coordonate ortogonale. 


CP E i e DI, ir i, 
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De asemenea, ţinînd seamă că a treia ecuaţie (43), în care facem œ = 0, 
este verificată de coordonatele lui M (originii), avem 


Fa (£, y, 2 0) = lz + my + nz +... 


Deducem că primele două ecuații (43) se scriu, dacă dezvoltăm după 
puterile lui «a: 


F= hy + t alke t.) + E (la + my nz + n) +Z A(s ya +=, 
a (46) 
F ke +... + alls + my + nz +...) + f(x,y,z) +... = 0, 


unde am pus 
Poz (z, Y, 2 0) == f (z, Y, z). 


În virtutea condiției (45), îndeplinită prin ipoteză în M, avem 


f(0, 0, 0) Æ 0. 


Deoarece apoi determinantul funcţional“: a — al primilor membri 
z, y 
ai ecuațiilor (46) — are, pentru x = y = z =a = Q, valoarea — hk Æ 0, 


aceste ecuații pot fi rezolvate în raport cu z, y și obținem ecuaţiile para- 
metrice ale înfășurătoarei S, iar din acestea — făcînd z = 0 — ecuațiile 
parametrice ale secțiunii suprafeței S cu planul sOy. Putem de asemenea 
obține ecuațiile parametrice ale secțiunii, făcînd z = 0 în (46) şi rezolvînd 
sistemul obţinut: 


hy FF aka + +.) + 2 (læ + my +...) + Ha, E 0, 


kx + ... + a(lz + my +...) +Ž fle, y, 0) +...= 


în raport cu z Și y. 

Va fi de ajuns să calculăm, pentru coordonatele z(a), y(a) ale punctului 
curent (din vecinătatea originii) al secţiunii, primii termeni nenuli ai dezvol- 
tărilor după puterile lui a. 

Funcţiile z(a), y(«) verificînd ecuaţiile (47), din acestea obţinem, dacă 
derivăm în raport cu &, 


hy’ + kæ + aks’ + see + Ha, y, 0) +... = 0, 
ks’ +... + af (x, y, 0) +.. = 
de undel, făcînd z = y = a = 0, 
æ' (0) = y' (0) = 0. 


Înseamnă că M este punct singular al secțiunii suprafeţei S cu planul 
-%0y. 


1 Termenii nescriși nu interesează în calculul pe care-l facem. 
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Printr-o nouă derivare, deducem relaţiile 
hy” + 2kz' + aka” + ... + af(x, y, 0) + ...=0, 
kz" +... + fle, y, 0) +... = 0, 


de unde 
z"(0) = — (0,0,0) 0, y”(0) = 0. 


În sfîrşit, derivînd încă o dată prima relaţie (47), obținem 


hy” + 3ks" +... +f(z, y, 0) +... = 0, 


încît 
m 2 
YO = 0000: 


Punînd 
z"(0) = 2a, y”(0) = 6b, 


obținem pentru secţiunea suprafeței S, prin planul sOy, ecuațiile para: 
metrice 


z = ax? +., y= bæ +... (a0, bÆ 0) 


de unde se vede că, pentru secțiunea considerată, originea este punct de 
întoarcere de prima speţă, tangenta în origine fiind axa absciselori. 

; Potrivit propoziției demonstrate, suprafața S 
este formată din două pînze, tangente una alteia 
în lungul curbei C (fig. 43). 

Din faptul că planul secțiunii — prin punc- 
tul M al curbei C — a fost arbitrar, supus doar 
restricției de a nu conține tangenta în M la C, 
putem considera ca evident că M este punct 

“singular al suprafeței S. De altfel demonstraţia 
directă este simplă. 


2E. Fe 

D (z, y) 

fiind diferit de zero în M, putem rezolva primele 

două ecuaţii (43) în raport cu z și y. Obţinem astfel ecuațiile parametrice 
ale suprafeței S 


În adevăr, determinantul funcțional 


Fig. 43 


æ = s(z,«), y = y(z, æ), z=z. 


Funcțiile z(z, x), y(z, œ) verificînd primele două ecuații (43), din 
identitățile ce se obțin deducem prin derivare în raport cu & 


Fyt ty + Ey’ Ya = 0, 
Fš * Ta +F ay “Ya H Faa = 0. 
1 v. cap. Í, § 2, 10. 


" (48) 
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Dacă z(z, «), y(z, æ) verifică și a treia ecuaţie (43), deci dacă punctul 
de coordonate z(z, œ), y(z, «), z—al suprafeţei S — aparține muchiei de 
întoarcere C, din (48) deducem 


Ta == Ya = 0, 

încît determinanţii de ordinul II ai matricii 
Tz Yz | 
Ta Ya O 


sînt toți nuli: punctul considerat este punct singular al suprafeței S. 
Așadar, pentru înfăşurătoarea S, punctele muchiei de întoarcere C sînt 
puncte singulare. 


1. Înfăşurătoarea unei familii de suprafețe depinzînd de doi parametri, 
legați printr-o relație. Să considerăm o familie de suprafeţe 


F(x, y, z, «, B) = 0, | (49) 
parametrii œ, B fiind legaţi printr-o relaţie be i 
ela, B) = 0. si (50) 


Printr-un raţionament asemănător cu cel făcut în § 1, deducem că 
suprafaţa discriminantă a suprafeţelor (49), care — în cazul cînd suprafeţele (49) 
nu au puncte singulare — coincide cu înfășurătoarea acestor. suprafeţe, 
se obține eliminînd pe « și B între ecuaţiile (49), (50) şi ecuația . 

Das): pai 
Dle, B) 

8. Î nfășurăţoarea unei familii de plane depinzînd de un parametru. Teoria 
dezvoltată mai sus, privitoare la înfășurătoarea unei familii de suprafeţe 
este aplicabilă în particular unei familii de plane. 

n cele ce urmează, vom face o clasificare a înlgșuiaicaneloe: familiilor 
de plane depinzînd de un parametru. În acest scop vom demonstra două leme. 


Lema I. Pentru ca un vector ā (t) să nu aibă direcţia fiză, este necesar şi 
suficient ca produsul ă X ă' să nu fie identic nul. 

Pentru a demonstra această lemă, demonstrăm propoziția echivalentă: 

Condiţia necesară şi suficientă ca un vector ă (t) să aibă direcția fixă, este 
ca produsul ā X ă' să fie identic nul. 


În adevăr, dacă â are direcţia fixă, derivata â' are — evident — aceeași 
direcţie ca și ă, deci produsulă X a este nul. 

Reciproc, dacă produsul â X ā' este nul, deci dacă vectorii â și â' sînt 
paraleli, avem | l 
= Aã. (51) 


Dacă ă este versorul direcţiei lui â, avem 


ā=hā, | | (52) 
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de unde O anez: (prin iii 
= h'a + ha”, 
adică, ţinînd seamă de (51) M (52) 
Aha = h'a + ha’. = (53) 


De aici, înmulțind scalar cu & și ținînd seamă că z’ este perpendicular 
pe &, deducem 


ak = k. 
În consecință, (53) devine (suprimînd pe h) 
«' = 0, 


ceea ce înseamnă că & este constant, deci ă are direcţia fixă. Lema I este 
complet demonstrată! 


Lema II. Pentru ca un vector â(t), a cărui direcție nu este fiză?,să nu 
rămînă paralel cu un plan fix, deci ca pectorulă X ă' să nu aibă direcţia fiză, 


este necesar şi suficient ca produsul mist (ă ă'ă”) să nu fie identic nul. 


Și de astă-dată demonstrăm propoziţia echivalentă: 


Condiţia necesară şi suficientă ca un vector ă(t), a cărui direcție nu este 
fixă, să rămînă paralel cu un plan fis, deci ca vectorul ă X ă' să aibă direcția 
fixă, este ca produsul mizt (ă â'â”) să fie identic nul. 


În adevăr, dacă & rămîne paralel cu un plan fix, derivatele ă' şi â” 
rămîn de asemenea paralele cu acest plan. Deci vectorul âXă' are direcţia 


= =f u ff 


fixă, iar vectorii â, â', ă” sînt coplanari, încît (ā ā'ā”) = Q. 


1 O altă demonstraţie, în care sînt utilizate componentele l(t), m(t), n(t)-ale lui a, 
este următoarea: 


Relaţia 
Āā =)ă 
este echivalentă cu relaţiile 
U mo nw 
— = — = —_ = À. 
l m n 


Integrînd și indicînd prin lo, Mọ, no constantele de integrare, obținem 


jeg = log ">= log Ż = f àdt, 
l Mo no 
de unde 


Aşadar, ă este paralel cu vectorul constant de componente lo, Mo, No, deci direcţia 
lui ă este fixă. 

2 Cazul cînd ă are direcția fixă este banal. În acest caz ä este evident paralel cu o 
infinitate de plane. 

3 Echivalenţa condiţiilor: „vectorul ă nu rămîne paralel cu un plan fix“ şi „vectorul 
aXă' nu are direcţia fixă“, rezultă din demonstraţia ce urmează. 
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„Reciproc, să presupunem că produsul vectorial @ X ă' este diferit de 
zero (ceea ce înseamnă, potrivit lemei I, că direcţia lui Z nu este fixă) și că 
produsul mixt (ă â'â”) este identic nul. 

Derivînd vectorul & X ă' în raport cu t, obținem 


(âXxâ')' =ăâxă”. 


Deducem 


În virtutea relaţiilor 
ā(ā xăâ')' = 0, ā'(ā x ā')' = 0, 


vectorul (â X â')' este sau nul sau perpendicular pe vectorii necolinariă și â'. 
În primul caz, â X ă' este constant, deci are direcţia fixă. În al doilea caz, 
vectorii â X ă' şi (â X â')”, perpendiculari pe vectorii â, 2", sînt paraleli, 
deci, în virtutea lemei I, â X ă' are direcţia fixă. Vectorul & X â' avînd 
direcţia fixă, â rămîne — ca și â' — paralel cu un plan fix (perpendicular 
pe direcţia â X â'). Lema II este deci complet demonstrată. k 


Să considerăm acum familia de plane reprezentată de ecuaţia 


m=p | (54) 


unde vectorul normal & şi scalarul p depind de un parametru a. 
Fie P, planul, din familia (54), corespunzător valorii « a parametrului. 
Vom presupune că avem 


āxā #0, (55) 


deci, potrivit lemei I, direcţia vectorului normal â — al planu- 
lui P, — variază, cînd a variază. Aceasta înseamnă că excludem din 
consideraţie cazul cînd familia (54) este un fascicul de plane paralele. 

“Derivînd în raport cu «œ ecuaţia (54), l 
obținem ecuația ; 


Fă = p’, (54) 


a unui plan P¿. În virtutea condiţiei (55), 
planele P, și P, se întretaie după o dreaptă Da, 
caracteristica planului P,, perpendiculară pe 
vectorii â, ă' (fig. 44), care generează, cînd æ 
variază, înfășurătoarea S a familiei de plane(54). 
O suprafață generată de o dreaptă variabilă se 
numește suprafaţă riglată, dreapta care o gene- 
rează fiind generatoarea supraleţei. 
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„ Potrivit teoriei generale, planul P, este tangent suprafeței riglate S, 
în fiecare punct al generatoarei Da. O suprafață riglată, pentru care planul 
tangent este același în lungul unei generatoare oarecare, se numeşte suprafață 
desfășurabilă!. 

Putem deci spune: 


Înțăşurătoarea unei familii de plane depinzînd de un parametru este o 
suprafaţă desfăşurabilă. 


Punctul caracteristic al dreptei D, (generatoarea înfășurătoarei S) 
este determinat — potrivit teorici generale — de sistemul format din ecua- 


viile (54), (54') şi ecuaţia 
sa p”, (54) 


care reprezintă de asemenea un plan P;, al cărui vector normal este â”. 

În ceea ce De poziţiile relative ale vectorilor normali &, â', â”, 
ai planelor Pa, P a Pa distingem două cazuri: 

1°. vectorii a, a „ ă” nu sînt coplanari; ~ 

2°. vectorii ă, â', ā” sînt coplanari. 

În cazul 1%, planele Pa, P}, Pa, se întretaie într-un punct M, punctul 
caracteristic al dreptei Da 

Cînd œ variază, planele Pa, Pa» Pa variază. Deoarece, potrivit lemei II, 
direcția vectorului ă X &' al dreptei” D, variază, înseamnă că dreapta Da 
însăşi variază, generînd înfășurătoarea S. 

Cît privește punctul caracteristic M al dreptei Da determinat de ecua- 
piile (54), (54), (54”), acesta poate varia cînd a variază, descriind o curbă 
— muchia de întoarcere C a înfășurătoarei S — la care rămîne tangentă 
dreapta Dą (punctul de contact fiind M), sau poate fi un punct fix, ceea 
ce mai putem exprima spunînd că muchia de întoarcere degenerează în 
acest punct. Dacă muchia de întoarcere degenerează într-un punct fix M, 
înfăşurătoarea S, generată de dreapta D,, care trece prin M, este un con cu 
virful în M. 

În cazul 2°, cînd — pentru orice valoare a parametrului œ — vectorii 

ā', ā” sînt coplanari, deci avem identitatea 


āū, Āā 
(īā'ā") = 0, 


vectorul director â X ă' al caracteristicii D, păstrează direcția fixă. Carac- 
teristica D, păstrînd direcția fixă, generează — dacă nu este fixă — un 
cilindru, înfășurătoarea familiei de plane (54). Dacă însă D, este fixă, 
planele P, trecînd prin D,, familia (54) este un fascicul de plane concurente, 
încît înfäşurătoarea degenerează în axa acestui fascicul. 

n concluzie putem spune: 


Dacă o familie de plane (54) — depinzind de un parametru — nu este 
un fascicul de plane paralele, şi dacă ` 


(aâ'a") Æ o0, 


1 Proprictățile suprafețelor riglate și ale suprafețelor desfăşurabile vor îi studiate 
în cap. IV. 
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înfăşurătoarea acestei familii este o suprafaţă. generală de tangentele unei 
curbe în spaţiu, sau un con. Dacă însă 
(āā'ā") =0, 
înfăşurătoarea este un cilindru, în particular — dacă familia (54) este un 
fascicul de plane concurente — degenerează într-o dreaptă; aza fasciculului, 
Observaţie. Lema II ne permite să stabilim un criteriu potrivit 
căruia știm dacă o curbă este plană sau nu: 


Pentru ca o curbă 
P = F (t) 
să fie plană, este necesar și suficient să avem identic 
| (P' F" P”) RES 0. n (56) 
Admiţînd curba plană, este evident că tangenta este situată în planul 
curbei, încît F’ rămîne paralel cu un plan fix, planul curbei, deci con- 
diția (56) este îndeplinită. | 
Să admitem că (56) este îndeplinită, deci F’ rămîne parale] cu un plan 
fix şi fie ă vectorul director (constant) al normalei la plan. Înseamnă că 
avem 
P'ă =0. 
Integrînd şi indicînd prin p constanta de integrare, obţinem ecuaţia 
i Fă = p, 
care reprezintă un plan. Vectorul de poziție al punctului curent al curbei 
verificînd ecuația unui plan, curba este situată în acest plan. 
9. Înfăşurătoarea unei familii de suprafeţe depinzînd de doi parametri. 
Să considerăm o familie de suprafețe | 
F (x, y, z, a, B) = 0, (57) 
a, B fiind doi parametri independenți. o i l 
Vom arăta că, în anumite condiții (pe care le vom preciza în cele ce 
urmează), o familie (57) admite o înfăşurătoare, la care este tangentă fiecare 
suprafață a familiei, în unul sau mai multe puncte. 
Să admitem în primul rînd existența: unei suprafețe S 
G(x, y,2)=0, 2 (58) 


la care este tangentă o suprafață oarecare Sag a familiei (57) şi fie M(z, y, z) 
unul din punctele caracteristice (în care Sag și S sînt tangente), M fiind 
regulat atît pentru Sag cît și pentru S. `> ` Sua DN NE 
Coordonatele lui M fiind anumite funcţii de «, B care verifică (identic) 
ecuaţiile (57) şi (58), deducem relaţiile (identități în «, B) 
b Fota + FyYa + Fra + Fa = 0 - 
Gaza + GyYa + Gaz = 0, 


Gx T3 + GyYg + G.z; = Q. 
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p N O E N N a O a N O N 
Dj 


Pe ue E, | (60) 


Din (59) deducem, ţinînd seamă de (60), l 
Fa == 0, Fg = 0. (61) 


Așadar, coordonatele punctului curent (regulat) al înfășurătoarei supra- 
fețelor Sag verifică ecuaţiile (57) și (61). | 

Se vede ușor că, dacă suprafețele Sag au puncte singulare, coordonatele 
acestor puncte, funcții de a şi B, verifică de asemenea ecuaţiile (57) și (61). 


Să considerăm problema inversă. Fiind dată ecuaţia (57), să-i aso- 
ciem ecuaţiile (61) și să presupunem că suprafaţa Seg, reprezentată de ecua- 
ţia (57), și suprafeţele Za și Xp, reprezentate de ecuaţiile (61), au un punct 
comun M(x, y, 2), pentru coordonatele căruia sînt îndeplinite condiţiile 


F, F, F, Sa 
orei Fes Fay Fasl FO, (62) 
di Fox Fay Fez 
D (Fa, Fẹ) Faa Fag 
e ai i 0. 
D (a, B) Foa Fog ză (63) 


În virtutea condiţiei (62), pe de o parte M este punct regulat pentru 
fiecare din suprafeţele Sag, Xu, Èg, pe de altă parte sistemul (57), (61) poate 
fi rezolvat în raport cu coordonatele lui M: 


xv = z(a, B), y = y(«, B), z = z(«, B), (64) 


funcțiile z(«, B), y(«, B), z(%, B), continue și avînd derivate parțiale continue, 
verificînd identic ecuațiile (57), (61). 
“Derivînd în raport cu æ identitățile ce se obțin astfel, deducem rela- 
țiile (identități în «, B) j 
Pea T Fu Ya t Ert = 0, 
Pasta + FayYa t Faza + Fua = O, (65) 
. Fosta + FgyYa + Faza + Fpa = 0, 


care determină derivatele z,, Yas Za, iar dacă derivăm în raport cu f obți- 
nem. relațiile (de asemenea identități în «, 6) l i 


F, sg + Fy yg + F: zg = 0, . : 
Fate + F ayto +- F azg + Fag = 0, (65°) 
Feste t Feyyg + Fozze + Fog = O, 


care determină derivatele za, Yg, Zg, neproporționale — în virtutea con- 
diției (63) — cu Tas Yas Za: 
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În adevăr, dacă am avea! 


din ultimele două relaţii (65) şi ultimele două relaţii (65°) am deduce 


Foa __ Fe 


— Lă 
Foa Fog 
în contradicție cu (63). 

Condiţia (63) exprimă astfel că M este punct regulat al suprafeței S, 
reprezentată de ecuațiile (64). 

În sfîrşit, primele relații (65) şi (65') exprimă că normala în M la Sag 
este perpendiculară pe tangentele în M la curbele coordonate B = const. 
şi æ = const. ale suprafeței S, ceea ce înseamnă că S g și S sint tangente în M. 

n concluzie: locul geometric al punctelor comune suprafețelor Sag, Da și 
Zg este o suprafață — suprafaţa discriminantă a familiei (51) — formată din 
înfășurătoarea familiei şi din locul geometric al punctelor singulare ale supra- 
feţelor acestei familii. ; 

Printr-un raționament asemănător cu cel făcut în teoria întăşurătoarei 
unei familii de curbe plane depinzînd de un parametru, se vede că, în general, 
punctul caracteristice al suprafeţei Sep este limita punctului comun acesteia 
şi suprafeţelor apropiate Sasnp Şi Sa.p+n; reprezentate respectiv de ecuaţiile 


F(x, y,z,& + k, B) =0, F(s, y,z,«, B +k) = 0, 
cînd h și k tind către zero. - 


Putem extrage — din familia de suprafețe (57) — o subfamilie depin- 
zînd de un parametru, presupunînd că & şi 6 sînt legați printr-o relaţie 


e(a, 6) =0. (66) 


Suprafeţele acestei subfamilii sînt evident tangente înfășurătoarei S 
a familiei (57). 

Cum ecuaţiile (57), (61), (66) reprezintă o curbă I situată pe S, iar 
înfășurătoarea X a subfamiliei (57), (66) este reprezentată de ecuațiile (56), 
(66) și 

F Pg — Fofa = 0, 


x 


evident verificate de coordonatele unui punct oarecare M al curbei I, în- 
seamnă că I este situată pe ©. Cum apoi M, aparținînd înfășurătoarei D, 
aparține unei suprafețe a subfamiliei?, deducem că S şi D sînt tangente 
in M, deci în lungul întregii curbe T. Astfel spus, înfășurătoarea 2 este circum- 
scrisă înfășurătoarei S în lungul curbe I. 


1 Adică Fa X Fe= 0, unde Fg = Zai + Yaj + Zak, FB = agi + yp] + zok. Vec- 
torii Fa şi Fg sînt derivatele vectorului de poziţie 7(a, B) = s(x, Bi + yla, B)J +zla, B)k 
al lui M. 

3 Excludem din consideraţie punctele curbei T care sînt puncte singulare pentru 
suprafeţele subiamiliei. 
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În cazul cînd familia (57) este constituită din plane, înfăşurătoarea unei 
subfamilii depinzînd de un parametru este o suprafaţă desfășurabilă. 


10. Înfăşurătoarea unei familii de suprafețe reprezentate parametric. 
Fie familia de suprafeţe 


F = F (u,v, œ), (67) 


depinzînd de un parametru «. 
Dacă această familie admite o înfăşurătoare S, curba caracteris- 
tică C,, aparținînd suprafeței S, a familiei, este reprezentată de ecuația 


F = Flu, v (u, a), a], (68) 


unde v (u, œ) este o anumită funcţie de u și a. 

Ecuația (68), unde u și æ sînt parametri variabili, reprezintă totodată 
și înfăşurătoarea S, generată de C,. 

Suprafeţele S, și S avînd același plan tangent P într-un punct Mal 
curbei C,, vectorii Fu, F,, tangenţi la curbele coordonate v = const., 
u = const. — prin M — ale suprafeţei Sq, și vectorii Fy + Fo*Vus Fy'Ua + Fa 
tangenţi la curbele coordonate x = const., u = const. — prin M-—ale supra- 
feţei S, sînt coplanari. Însă vectorii 7, F, și F, + F,:U, sînt evident copla- 
nari, astfel încît, pentru ca suprafeţele S, și S să fie tangente în M, este 
necesar și suficient ca vectorii Fy, Fe și Fossa + F, să fie coplanari, deci 
să avem l 

(Fas Fo, Foo, + Fa) = O, 


ceea ce se mai scrie (deoarece F, şi F,:y, sînt coliniari) 


(PuFoFa) = 0 (69) 
sau, în scriere scalară, 
Tu Yu Zu 
Zo Yo Ze = 0. (69°) 
a Yx Za 


Relatia (69) determină acri v(u, «) pe care am presupus-o cunoscută. 

Ecuația (68) reprezintă trei familii de suprafeţe, după cum rolul de 

a determina suprafeţele familiei. îl are « (cum am presupus mai sus), usau v. 

Faptul că relația (69) este simetrică în indicii de derivare u, v, « înseamnă 
că înfășurătoarele suprafeţelor celor trei familii coincidl. 


Să considerăm acum o familie de suprafeţe S 
F = F(u, v, &, B), (70) 
depinzînd de doi parametri independenți « și B. 

Dacă această familie admite o înfăşurătoare S, vectorul de poziţie al 


punctului caracteristic M — în care Sap și S sînt tangente — depinde de « 
și B, ceea ce înseamnă că S este reprezentată de ecuaţia 


F = Flula, B), v (æ, 6), a; Bl, 


u(æ, B) şi v(a, B) fiind anumite funcții de a, B. 


1 În ipoteza că suprafeţele celor 3 familii nu au puncte singulare. 
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Din faptul că Sag și S sînt tangente în M, rezultă că vectorii F,, F„(tangenţi 
la curbele coordonate prin M ale suprafeţei Sg) sînt coplanari cu vectorii 
Fuia F Fola + Fes Tuup + Fog A+ Fe (tangenţi la curbele coordonate prin M 
tae Deci vectorii F4, Fp, Fas Fo sînt coplanari, ceea ce se poate scrie sub forma 

(FufoFa) = 0, (Fu FoFa) = 0. 
Aceste relații determină funcțiile u(«, B) și v(«, B) pe care le-am presupus 
cunoscute. 
Să observăm că ecuaţia (70) reprezintă șase familii de suprafețe, după 
„cum rolul de a determina suprafețele familiei îl atribuim perechii (œ, $) 
sau uneia din perechile (u, v), (u, a), (u, B), (v, œ), (v, B). Rezultă că înfășu- 
rătoarele tuturor acestor familii de suprafețe coincid!. 


B. CONTACT 


Pentru a ne da mai bine seama de comportarea unei curbe în apropie- 
rea unui punct regulat Mọ (al curbei), o putem compara cu altele, avînd 
aceeași tangentă în Mo, sau îi putem studia încovoierea (curbarea) în apro- 


pierea lui Mo. 
Prima cale conduce la așa-numita problemă a contactului, iar a doua, 


la problema curburii. 
În cele ce urmează, tratăm problema contactului a două curbe și al 


unei curbe cu o suprafaţă. 


$ 8. Contactul a două curbe 


11. Curbe reprezentate parametric. Fie două curbe 
(C) F=F(t), 
(C°) p= P(t), 
care au un punct regulat comun My, în care sînt tangente?. 
În virtutea ipotezei, avem relaţiile 
i Fo = Pos F! = Apos 


unde indicele zero indică valori în Mo, iar à este o constantă (scalară) nenulă. 


1 Dacă suprafețele celor şase familii nu au puncte singulare. 

2 Faptul că am notat parametrul pe curba C’ cu aceeași literă ca şi pe cel care figu- 
rează în ecuaţia curbei C înseamnă că am pus în corespondenţă punctele celor două curbe, 
corespunzătoare aceleiaşi valori ł, atribuită parametrilor. 


9 — Geometria diferenţială 


130 Geometrie diferenţială 


Putem presupune că Mo corespunde — pe ambele curbe — valorii! t = 0 
şi că ì = 12, ceea ce înseamnă că a doua din relaţiile precedente se scrie 


= Po 
Se poate întîmpla ca, în afara derivatelor de primul ordin ale func- 


țiilor F (¢) și p(t), şi alte derivate consecutive, începînd cu cele de ordinul 
al doilea, să fie respectiv egale în Mg. Să presupunem că avem 


FO = PP, (i= 4,2mmccp), FE e PP, (74) 


deci că vectorii FO — gb, (i 
PPD — PHD este nenul. 


Dezvoltînd — după formula lui Taylor — funcţiile F (t) și p (t) și in- 


1, .... p) sînt nuli, pe cînd vectorul 


dicînd prin M și M’ punctele celor două curbe, corespunzătoare valorii î . . 


a parametrului, expresia vectorului MM” este, în 
virtutea relaţiilor (71), 


TENE ia (P+D — p+ 
(P +1)! d, si 
sau, dacă oprim dezvoltările funcţiilor F(t) și Ș(4) 
la termenii în FP” și (PY respectiv, 
2 pti 
dai pe 1)! (pe? — tii e 
unde € este un vector care tinde către zero o dată cu t. 
Deducem: 
Fig. 45 Em MM 1 


t0 (Pt! para)! (pp — Ti FO, 
ceea ce putem exprima spunînd că vectorul MM” (deci şi segmentul MM”) 
este de ordinul p + 1 în raport cu t. 

Invers, dacă vectorul MM! este de ordinul p + 1 în raport cu t, avem ` 
relaţiile (71), căci, dacă aceste relaţii ar avea loc pentru alt indice q în loc 
de p, MM' ar îi de ordinul q + Ip +1. 


n ce privește curbele C și C’, spunem că acestea au în Mo un contact 
cel puţin de ordinul p. 


1 Dacă My corespunde iniţial unei valori tọ a lui t pe C şi unei valori t% pe C’, 
facem transformările 


T= i— b T’ = t — lo, 


MI SAR 


după care schimba notația, punînd ż în loc de r şi 7’, în ecuaţiile obţinute pentru cele; 
două curbe. 
3 Facem transformarea de parametru 


T= A 


pe C şi apoi schimbăm notația, punînd ¢ în loc de 7. 
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Ordinul de mărime al vectorului MM’, ale cărui extremităţi M și M’ 
sînt puncte curente (apropiate de Mo) pe C și C’, corespunzătoare la 
valori egale atribuite parametrilor, nu este invariant faţă de transformările 
de parametri: există transformări de parametri pe C și C’ care păstrează 
ordinul de mărime al lui MM’, care păstrează deci relațiile (71), însă pot 


exista transformări care să nu păstreze acest ordin. 
= 1 +1 A 
În adevăr, să observăm că vectorul ppt) — pe ) nenul în virtutea 
ultimei relaţii (71), poate fi coliniar sau necoliniari cu F (deci paralel sau 


meparalel cu tangenta în Me la C și C’). Să presupunem că vec- 
torii P Pt) — pP) și pe sînt coliniari, deci că avem relaţia 


(p+) __ =(pri , E | 
AP Pt) x = 0; - (72) 
echivalentă cu relaţia 
= 1) - 1 p 
ro — pp) = af, (73) 


unde a este o constantă (scalară) nenulă. 
Prin transformările de parametru 


t = T(t), o = o(t), (74) 
pe c și C’ respectiv, din primele p relații (71) obținem 


d? de A p do 
[= , [E = ji [3 E 
dal MRI a N A II ia d) (do d \ (do 
(za), (a a (z , (zh Sah E + (2) (2), (75) 
BHE Geaen ei 
dr? dt dr 9 il) do di? 

unde indicele zero indică valori în Mo, termenii nescrişi în primul membru al 
dP”lș 


z i) şi se anulează o dată 
dr? lo d*P"1/9 


ultimei relaţii sînt liniari în (= 
de d? SL Că . sin Aaa 

cu Ie analog petrecîndu-se lucrurile în ce privește primii 
dt di21] 


membri ai relaţiilor nescrise, iar dir n al doilea al fiecărei relaţii se 


(2) S) one ÎN 


obţine din primul membru, punînd (2) pZ JES Zi de 
0 0 


do? 
] dF d?F dr d?r) - 
oc de (3 T (33), 3 =, al; +.. respectiv. 


Analog, din relația (73) obținem 


E H E E = 
dP*1], | dt Jo dr Jo la?) bai la), e. 
tlo 
E al de | alia (2) ZE (76) 
do Jo (att) -À dr Jo bd! 


1 J.F avar d, Cours de géométrie différentielle locale, Paris, Ganei yaara 1957 
(p. 153 a ediției din 1960 în limba rusă). 


9* 
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* Impunînd transformărilor (74) să reducă relaţiile (75) la relaţiile 
ai 
(Z 7) = E laphi: e (77) 
(] 
deducem că trebuie să avem 
E (e non 
și în acest caz (76) devine 
| dPtlp dP+lp dr jii d d? dPYie dP*lo 
(3) (m a o (=), (a) g 


= a4 (7) S) ; (78) 


dt Jo 


: PNS. d 
Evident, trebuie să presupunem (3) +0 
' o 
Dacă impunem, de asemenea, condiţia 
p = (=) —b (=) 
aril, bal), dt h? 
unde b este o constantă, și punem: 


a — b 


dhe” 

T 

la. 

din (78) deducem 
dPtla dP+l5 2) 
— | —| — | = ce | ~], 79 
(= } (23) (= 0 ( ) 


iai a?r dP*lg 
ceea ce însemnă că vectorul | -{ ) este nenul și paralel cu tan- 
drP*! 9 doPti 0 
genta în Mo la C şi C', sau nul, după cum b zÆ a sau b =a. 
Prin urmare, în condițiile impuse transformărilor (73), relațiile (74) 
au drept consecințe relaţiile (77) și 


(Za) (3) 60) 


dr! 0 daPtl 9 


sau (17) şi 
p+la ptl 
(E=) = (3) , (81) 
dr”*1 0 doP*l 0 


după cum am luat b Æ a sau b =a. 
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Cît privește transformările ce se obţin prin condiţiile impuse mai sus, 
acestea sînt 


ab 
(p +1)! 


unde f(t) este o funcție (continuă și derivabilă) arbitrară, astfel că 


io 


di 


7 = f() + be, o= f(t), (82) 


O dată efectuate transformările (82), unde f(t) este aleasă arbitrar!, 
de exemplu, transformările 


b 
= t + —— mM o=t, 
ERE pA ba 
putem schimba notația, punînd t în loc de 7 şi c, în ecuațiile curbelor?, 
încît (77), (80) se scriu sub forma (71), pe cînd (77), (81) devin 


70 = pt), (i=1p+ i). (83) 


Aşadar, dacă vectorul PPt® — Pt este coliniar cu F, şi dacă 


luăm b + a în transformările (82), relaţiile (71) sînt păstrate, deci este păstrat 
ordinul de mărime al vectorului MM". Dacă însă luăm b = a, (71) se 
reduc la (83): curbele C și C' au în My un contact cel puţin de ordinul p + 1. 
Observăm că, oricum ar fi a (nul sau nenul) — în (73) — și orice valori 
PE . (aP*l pr R ; E 
am atribui diferenței | ;) a =] , în virtutea relaţiei (78) vectorul 
dPtiș aP é 
| =| | este paralel cu A (cu tangenta în Mọ la C și C’) sau nul. 
drľ*i 0 do?*! 0 dr 0 , 
n consecinţă, dacă — în punctul comun Mo al curbelor C şi C'— au loc 
relațiile (71), nu există transformări de parametru care, păstrind primele p 
relaţii, să reducă vectorul PP) — p+? la zero sau la un vector paralel cu 


tangenia în Mo la C şi C', dacă nu este paralel cu această tangentă. 

Dacă însă 7'*!) — Pt! este paralel cu tangenta în Mo, putem — cum 
am arătat mai sus — să-l reducem la zero. Această reducere fiind făcută, con- 
siderăm vectorul FFt® — p(P*”, care poate fi nul sau paralel cu tangenta 
în Mo sau neparalel cu această tangentă. În primul și al doilea caz, după 


di 


reducerea vectorului F(P+2 — pt? la zero, considerăm vectorul p(p+3) — 
— D(P*9 ş.a.m.d. 


Evident, curbele C și C’ fiind distincte, procedeul de reducere nu poate 
continua indefinit. Putem deci realiza o parametrizare a acestor curbe (putem 


1 Îndeplinind însă condiţia (3) = a Æ0. 
0 


2 Aceasta înseamnă că punem în corespondenţă punctele celor două curbe cores- 
punzătoare aceleiași valori î, atribuită parametrilor 7 şi o. 
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raporta curbele la un parametru) și determina un număr finit n, astfel încît 
în punctul comun Mo să aibă loc edil 


FO = 50, (i = 1,..., n) 
(73 — poth) X Pop. (84) 
Spunem că cele două curbe au în Mg un contact de ordinul n. 
Dacă ecuaţiile celor două curbe sînt 
(C) æ= f(t), y = g(t), z= k(t), 
(C) æ= q(t), y = Ẹ (t), z = x(t), 
condițiile (84) ale contactului de ordinul n în punctul comun Mo se scriu 


10 = a, aP = 00, HP = Sya n) 


an fi g, h er (85) 
Pi — pt gn — pt hett) — p(n) 
Prezintă interes, în vederea aplicaţiilor ulterioare, cazul cînd 
(9) = ọ (8). 
Ultima condiție (85) se scrie în acest caz 
rang A geo peto za PER ho „(pr | = 2. (86) 


De asemenea, în cazul cînd 
f(t) =y0), g(t) = ¢ (t), 


ceea ce Înseamnă că cele două curbe sînt situate pe un cilindru cu genera- 
toarele paralele cu 0z, ultima condiție (85) se scrie 


fo £o h Sp , 
0 r (a (mt = 2. (86°) 


rang 


Deducem propozițiile: 
I. Fiind date curbele 
(C) s= f(t), y = g(t), z = h(t), 
(C) æ= f(t), y, = $ (t), z = x(t), 


care au un punct comun Mo (regulat pentru ambele curbe; astfel că f93z0, 
relațiile 


g? = 90, h? = Je, (i = 1, n), 
eD gr D 0 


constituie condiţii necesare și suficiente pentru ca cele două curbe să aibă 
în Mg un contact de ordinul n. ` 
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II. Fiind date curbele 
| (C) z=1(, y = g(t), z = h(t), 
(0%) =f (t), y = g(t), z = x ($), 
care au un punct comun Mo (regulat pentru ambele curbe), astfel că 


zu Ifol + ll >0, 
relațiile 


BO = 30, (i bn) 
(n+1) (n+1) 
ho Æ Xo 


constituie condiţii necesare şi suficiente pentru ca cele două curbe să aibă în 
Mo un contact de ordinul n. 


III. Fiind date curbele plane 
(C) == f(t), y =g (t), 
C) z= f(t), y = p (t), 


care au un punct comun Me (regulat peniru ambele curbe), astfel 


că fo z 0, relațiile 
g9 Ez y®, (i = Înca n) 
Bt ap pt), 


`~ constituie condiţii necesare şi suficiente peniru ca cele două curbe să aibă 
în Mo un contact de ordinul n. 


12. Una din curbe dată parametric, cealaltă implicit. a) Curbe plane. 


Să considerăm două curbe plane C și C’, prima fiind dată parametric: 


s = f (t), y = g (8), (87) 


zar cealaltă implicit 
F (x, y) = 0, (88) 
despre care presupunem că sînt în contact (sînt tangente) în punc- 
iul Mo(£o, Yo), regulat peniru ambele curbe, corespunzător valorii tọ a lui t. 
Să punem 
O (t) = F [f (t), g)]. (89) 
Vom demonstra propoziţia: 


Condiţiile necesare şi suficiente pentru ca cele două curbe C și C' să aibă 
un contact dè ordinul n în Mo sînt: 


D, = 0, © = 0,..., DP = 0, P L 0. (90) 


În adevăr, Mọ fiind punct regulat al curbei C’, cel puţin una din deri- 
vatele parțiale ale funcției F (x, y) este diferită de zero în Mo, de exemplu 


PR (91) 


` 
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Aceasta înseamnă că tangenta în Mo, la C și C’, nu este paralelă cu Oy, 
deci avem și fo Æ 0. Reciproc, dacă fọ Æ 0, rezultă A +Æ 0. 
y 


Fie y = ọ(t) funcția definită de ecuația (88), în care am înlocuit pe æ 
prin f(t). Avem deci identitatea 


F [f (0), ẹ ()] = 0, (92) 
iar curba C’ poate fi reprezentată, în vecinătatea lui Mg, de ecuaţiile 

= f (t), y = ẹ (}). l 
Prin derivare obținem din (92) identitățile 


dF |, aF , 
hiri i = 0 
a] + ðy ? ? 


İF OF (i) i) (33) 
a — fit.. Bae. + e = 0, (i = 2,..., n + 1), 
termenii nescriși conținînd în ma derivate ale funcţiilor f și ọ, de la 
ordinul I pînă la ordinul i — 41 inclusiv. 
Făcînd t = to, (92) și (93) devin 
F (fos 9) = 0, 
(Ehr + Ehe (94) 
(o) E t e + (E (ao 0 za nr 
azi dy Jo 
Dacă cele două curbe C și C’ au în Mo un contact de ordinul n, atunci 
go = Pos Bo = Po sees BO? = 90, BDO E got), (95) 


încît relațiile (94) se scriu 


F (fo, 80) Sa 0, 


EEs 


(E hi t t EE + EEGI) g6) 


gr + LF 'n+i Jen aF (n+ 1) 
CE 0, 
| f eE E + (Fh e a 


aan t 1 


sau, ţinînd seamă de (89), 


O a 0, 
PO = 0, (i = l, n) 
pn +3) 0, 


adică tocmai relațiile (90). 
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| Reciproc, presupunînd că relaţiile (96) — aceleași cu (90) — sînt înde- 
plinite, din primele relaţii (94) și (96) deducem 


Eo = Po 
Din a doua relație (94) și a doua relație (96) obținem 
dF 2 ' 
(3;) (fo — Po) = 0, 
; Yio 
de unde, ținînd seama de (91), rezultă 
20 = Po: 


De asemenea, scăzînd între ele relațiile (94) și (96) corespunzătoare 
aceleiași valori a lui i, deducem succesiv 
E0 = Pose: 0 = eţ). 
În sfîrşit, din ultimele relaţii (94) și (96), obţinem 


aF 
(S (gP tb — pat) £ 0, 
yjo 


de: unde rezultă 


(n+1 (n+1) 
D F a 

Am obținut astfel toate relaţiile (95). Cum avem și! f Æ 0, sînt îndepli- 
nite toate condiţiile propoziției III de mai sus: curbele C și C’ au în Mo 
contact de ordinul n. Demonstraţie asemănătoare în cazul cînd am avea 

ðF 2F si ză 
—| =0, însă (33) 0, deci şi g Æ 0. 
(35), =% as), #0, deci si g 

Observaţie. Condiţiile de contact (90) exprimă că cele două 
curbe C şi C' au n + î puncte comune confundate în Mo. 

În adevăr, pentru a afla punctele comune celor două curbe, eliminăm 
pe z şi y între ecuaţiile (87) și (88). Obţinem astfel ecuaţia 

(i) =0. 

Unei rădăcini reale simple a acestei ecuații îi corespunde un punct 
comun, iar unei rădăcini reale multiple de ordinul p îi corespund p puncte 
confundate, comune curbelor C și C’. 

Dezvoltînd primul membru după formula lui Taylor, ecuația prece- 
dentă se serie 

, t — to)? i—i )n+i1 
Da + (i—i) D t. ETE p eani get 4 0, 
n! (n+ 1)! 
adică, în virtutea condițiilor (90): 


(t— t) ntt panti) pe 
PENE d, +... 0, 


ceea ce demonstrează afirmaţia de mai sus. 


1 Ne situăm — ca mai sus — în ipoteza că (5) =Æ 0, deci și f #0. 
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b) Curbe în spaţiu. Să considerăm acum două curbe în spaţiu C și C’, 
prima reprezentată parametric 


æ = f (t), y = g(t), z = h(t), 
iar a doua implicit Ea 
F (x, y, z3) = 0, G (z, y, 2) = 0, (97) 
în contact în punctul Mo (£o, Yo: Zo), regulat periru ambele curbe, corespunză- 


tor valorii to. 
Punînd şi de astă dată 


O (t) = F [f (t), g (t), h (t)] F (1) = GIF (t), g (t), PU), (98) 
vom demonstra propoziția: | 


Condiţiile necesare şi suficiente pentruca cele două curbe C și C' să 
aibă eontact de ordinul n în Mo sînt: 


d = 0, 0, =0,..., OM = 0, 
Po = 0, Yo = 0, ...3 yw = 0, (99) 
|o] nE prat] >0. 


În adevăr, deoarece Mo este punct regulat pentru C’, unul cel puțin din 
D(F,G) D(F,G) D (F,G) 
D (yz) D (z, z)  D(z,y) 
este diferit de zero în M,. Înseamnă că tangenta în Mo — la C și C' — nu este 
paralelă cu planul z = 0, deci avem și fo Æ 0. 

Fie y = ọ (t), z = y(i) ) funcțiile definite de sistemul (97) unde am în- 
locuit pe æ prin f(t). AA astfel identitățile 


F [f (t), ọ (t), 4 (¢)] = 0, G [f(¢), e (t), 4 (¢)] = 0, (100) 


iar curba C’ are — în vecinătatea lui Mo — reprezentarea 


z = Í (t), y = ọ (t), z = 4 (8). 


Din (100) deducem, prin derivare, identitățile 


IF aF IF 
Vi ap Vi! dată '=0 
Fei ic ai i TaY i 


determinaţii funcționali — de exemplu primul — 


aF Epi. -+i eA T po Eo dF gli) pe pe = 0, 
azi A (101) 
20 p 00 ai rN 
| dea J E gr + st, 
28 pi și t Eo 26 o + 20 po 0, 
ðr? ax dy 22 
(i =-2, n + 1). 
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Dacă C și C' au în Mo contact de ordinul n, avem relaţiile 


= tSo’ (n) — nÈ 
20 = Pos 89 = Pos e ai) = 907, 


A A E A =, (402) 
| g(ntl) — pe! | en | h+) — pr | >0. (102) 


Făcînd t = to în (100) și (101), obţinem relaţiile 
| F (fo, Po, o) Fa 0, 
Be El E aia 


T e ea 
G (fo, os Yo) = 0, (103) 
J Ra a 4-0 
AAA EE la EL- 
(i = 2,..., n + 1) 


iar de aici, ținînd seamă de (102) și (98), relațiile (99)1. 
- Reciproc, presupunînd relaţiile (99) satisfăcute și ţinînd seamă că 


D(F,G 


determinantul funcțional G) este — prin ipoteză — nenul în Mọ, obţi- 


3 j 
nem succesiv relațiile (102) Ca avem, de asemenea?, fọ Æ 0, sîntem în 
condiţiile propoziției I de mai sus: C și C’ au în Mọ un contact de 
ordinul n. 
Demonstraţie asemănătoare în cazul cînd în Mo determinantul funcţio- 
| D(F, G) D(F,G) say DEG) 


>» cînd am avea 
D (z, 2) D (x, y) 


ar fi nul, însă n-ar fi nul 
. Y» 2 . 
şi g sf 0 sau họ =Æ 0 respectiv. 


„483, Curbe osculatoare. Dreaptă osculatoare. Cerc osculator. Să considerăm 
în primul rînd o curbă plană C, 
, æ = f (t), y = g(t), i (104) 
şi o familie de curbe 
F (£, Y, Mas Oas eee On) = 0, (105) 

depinzînd de n + i parametri ap, lo, s.. aie 

1 În cel puțin una din cele două relații care se obțin din relațiile (103) corespunză- 
toare valorii i = n 4+- 1, apare vii Fei în locul semnului =, deoarece, altfel, ar 

(n+1) _ (nt) (mi) 

rezulta gg = 99 şi ho 
2 Ne situăm — ca mài sus — în ipoteză că determinântul 


= pt A în contradicţie cu ultima relaţie (102). 


(7, z) 


este nenul în 


Mo, deci și f, 40. 
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Dacă, în familia de curbe (105), există o curbă C” care să aibă un 
contact de ordinul n cu curba C, într-un punct dat Mg — corespunzător une: 
valori tọ — al acesteia, spunem că C’ este curba osculatoare a curbei C în Mo- 

Potrivit teoriei dezvoltate mai sus, valorile parametrilor «;, cărora le 
corespunde curba osculatoare C’ (dacă există), constituie o soluţie a sis- 
temului 


p (to) = 0, (to) = Day D(t) = 0, (106) 
unde 
O (t) = F [/ (t), 8 (t), Ki, Oase. An+1]- 


Curba osculatoare, în punctul Mo al curbei C, este limita unei curbe T 
a familiei (105), care trece prin n + 1 puncte ale curbei C, apropiate de Mg, 
cînd acestea tind către My. 


În adevăr, fie t <t<...< tı valorile lui £, apropiate de tọ, cărora le 
corespund punctele M,, M,,..., Ma ale curbei G, apropiate de Mg. Scriind 


că ecuaţia (105) este verificată de coordonatele s, = f(t), y; = g(t;) ale 
punctelor M;, (i = l,..., n + 1), obținem sistemul 
D(a) = 0, Olt) =0,..., O (ta) = 0, (107) 


verificat (în general) de un sistem de valori ale parametrilor &;, căruia îi 
corespunde o curbă I a familiei (105). 

A virtutea teoremei lui Rolle, derivata funcţiei continue D(t ) se anu- 
lează pentru n valori t, t>,..., bn (cel puţin), aparţinînd respectiv interva- 


lelor (t, t), (fa, fa), ©, (ta ba 
P(n) = 0, DE) = 0., DG) = 0. 
În virtutea aceleiași teoreme, Aplicati funcţiei O'(1), derivata ®”(t} 


se anulează pentru n — 1 valori t sÉ, în, aparținînd respectiv inter- 
valelor (ti, t2), (t2; ta), <. (în—a tn): 


ou) = 0, 0"(17) = 0, e, D(f) = 0. 


9 27** 


Raţionînd mai departe în același mod, deducem că valorile parame- 
trilor «j, cărora le corespunde curba T', verifică totodată sistemul 


D4) = 0, 0 (n) = 0, 0'(u) = 0,..., D™ (4) = 0, (108) 


unde t, tiyen H® a) valori care aparțin intervalului (t4, însa): 

Dacă Mu Mer.. :3 Maya tind către Mo, deci dacă t, tz, ..., însa tind către 
to, atunci t, ti ,..., 4") tind de asemenea către tọ. | 

Sistemul (108) se reduce la sistemul (106), încît, în adevăr, curba T 
are drept limită curba osculatoare C’ în Mo. 


1 Raționamentul presupune existenţa unui sistem de valori reale ale parame- 
trilor &;, soluţie a sistemului (107), precum şi realitatea curbei T, corespunzătoare 
valorilor parametrilor a;. 
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Este posibil să existe puncte ale curbei C, în care contactul curbei os- 
culatoare C’ cu C să fie de ordinul n + 1 sau mai mare decît n + 1. Curba 
osculatoare într-un astfel de punct se numește curbă supra-osculatoare, valoa- 
rea tọ (căreia-i corespunde punctul) și valorile parametrilor æ; (cărora le cores- ` 
punde curba osculatoare) fiind date de sistemul format din ecuaţiile (106) 
și ecuația 

PND (1) = 0. 


Ordinul contactului este egal cu ordinul — micșorat cu o unitate —al 
primei derivate a funcţiei (4) care nu se anulează pentru t = tọ. 


Ca aplicaţie, să considerăm familia de cercuri 
(2 — a)? + (y — b)? — Rè = 0, (109) 


unde &,b, R sînt parametri. 
Sistemul (106) se scrie (suprimînd indicele zero): 


(z —a)} + (y—b} — R = 0, 
(z —a)s' + (y — b) y' =0, (110) 
(z — a)" + (y — b) y” + s? +y? = 0. 


În acest sistem, z și y reprezintă funcțiile. f (t) şi g (t), din ecuațiile (104) 
ale curbei C. 

Deducem formulele 

fan? , Zimt 12 
ame LETHA, joy tett, 
zu” — y'r” xy” — ya 
3 (111) 
(s? + y”)? 
| z'y "—y' z” | E 
care exprimă coordonatele centrului și raza cercului osculator în punc- 
tul M (x,y) al curbei C. 

Se vede, din a doua ecuaţie (110), că centrul cercului osculator în M 
este situat pe normala în M la curba C. 

Deoarece în ecuaţia (109) intră trei parametri, înseamnă că cercul oscu- 
lator — într-un punct M al curbei C — are, dacă nu este supra-osculator, un 
contact de ordinul doi cu C. l | 

De asemenea, în virtutea propoziției demonstrate mai sus, cercul oscu- 
lator în M este limita unui cerc (real) IT, care trece prin trei puncte ale 
curbei C, apropiate de M, cînd acestea tind către M. Rezultă că cercul oscu- 
lator traversează curba, în punctul de contact. 


Să considerăm acum o curbă C în spaţiu 


| z = f(t), y = g(t), z = h(t 

şi o familie de curbe 
F (z, J, Z, Xis Cos se. Xon42) = 0, 
= 0 


G (£, Y, Z, las X2, -+3 Oan+2) 


depinzînd de 2n + 2 parametri a, @z, -3 dansa: 


, (112) 


wir 


(113) 
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Dacă, în familia de curbe (113), există o curbă C’ care să aibă un- 
contact de ordin n cu curba C, într-un punct dat Mo — corespunzător 
valorii tọ — al acesteia, C” se numeşte curba osculatoare a curbei C în My. 

În virtutea teoriei contactului, valorile parametrilor a;, cărora le cores- 
punde curba osculatoare C’, sînt date de sistemul 


P(t) = 0, D'(to) = 0, ...3 Pm™(to) = 0, 
0 


(114) 
F (to) ga 0, F'(to) = 0, e.. Pn) (to) = | 


unde 
®(t) = F{f(ċ), g(t), h(t), Xis Xas e) ana |» 
: F(t) = G[f(t); g(t), h(t), Zils Xos ees dan+2]- 


Curba osculatoare în punctul Mo al curbei C este limita unei curbe T 
a familiei (113), care trece prin n + 1 puncte ale curbei C, apropiate de Mo, 
cînd acestea tind către My. 


În adevăr, dacă ti < t <... < ti sînt valorile lui t, apropiate de to, 
cărora le corespund punctele Mı, M,,...,Masa ale curbei C, apropiate 
de My, scriind că ecuaţiile (113) sînt verificate de coordonatele 


zi = f(t), vi = glt), z = h(t), 
ale punctelor M, (i = 1,2,...,n + 1), obținem sistemul 
D(a) = 0, D(t) = 0, ...» Oltan) = 0, 
F(t) = 0, F(t) = 0, n F(a) = 0, 


verificat (în general) de un sistem de valori ale parametrilor &4, %2,.--; ana» 
căruia îi corespunde o curbă T a familiei (113). 

Raționînd ca în plan, deducem că valorile parametrilor, cărora le cores- 
punde curba I, verifică, de asemenea, sistemul 


D(t) = 0, DE) = 0, D(t) =0,..., D) = 0, 
Fi) = 0, YŠ) = 0,..., Y (È) Be „pe Ga) 0 


unde t, t, ..., i), E SA Pin «++, {(™) sînt anumite valori care aparțin interva- 
lului (ta însa) 

Dacă punctele Mı, Ma, ..., Musa tind către Mo, deci dacă ta, tz, ..., însa 
tind către tọ, atunci î,, t7,..., 247), ti, ti p... îm tind, de asemenea, către to, 
încît sistemul (114) se reduce la (114): curba I are drept limită curba oscula- 
toare C’ în Mo. 

Este posibil să existe puncte ale curbei C, în care contactul curbei oscu- 
iatoare C’ cu C să fie n + 1 sau mai mare decit n + 1. Despre curba oscula- 
toare într-un astfel de punct, spunem că este supra-osculatoare, valoa- 
rea to (căreia-i corespunde punctul) şi valorile parametrilor «; (cărora le cores- 
punde curba supra-osculatoare) verificînd sistemul format de ecuaţiile (114) 
şi ecuaţiile 


(1147) 


POH (ta) = 0, PD) =0. 
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Ordinul contactului este egal cu ordinul — micşorat cu o unitate — al 


primeia din derivatele funcțiilor ®(ż), Y(t), care nu se anulează pentru 
= to. 


Vom considera, ca aplicaţie, familia de drepte 
y =as+ p, z=bz+q. 
Indicînd prin indicele zero valorile funcțiilor z, y, z — date de (112) — 
și derivatelor lor, pentru t = tọ, sistemul (114) se scrie 
Yo = azot P, Y'o = az, 


29 = bto + q, Z'o T bzo, 
de unde obținem 


0 0 To To 


încît dreapta osculatoare a curbei C, în Mo, are ecuațiile 


TTo -YZ 2 a 


în care recunoaștem ecuațiile tangentei în Mg la C. 


Pentru ca dreapta osculatoare să fie supra-osculatoare, trebuie să avem 
de asemenea 


Deducem 
20 — Vo — Zo 
zo Yo Zo 


adică, în scriere vectorială: 
Fa X F = 0. 
Prin urmare dreapta-supra-osculatoare este tangentă staţionară a curbei C. 
Dreapta osculatoare (tangenta nestaţionară) are cu curba C un contact 


de ordinul 7, pe cînd ordinul contactului dreptei supra-osculatoare (tangen- 
tei staţionare) este cel puţin doi. 


$ 9. Contactul unei curbe cu o suprafață 


14. Curba dată parametric, suprafaţa implicit. Pentru a defini contactul 
unei curbe cu o suprafaţă, considerăm o curbă C, dată parametric 


æ = f(t), y = g(t), z = k(t) (115) 
și o suprafață S, dată implicit: 
F(x, y, z) = 0, (116) 


în contact (tangente) în punctul Molto, Yo; Zo), corespunzător valorii tọ a 
lui t (fig. 46). 


/ 
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Presupunem că Mo este punct regulat, atît pentru curba C, cît și pentru 
suprafaţa S. Înseamnă că cel puţin una din derivatele parţiale ale func- 
giei F(x, y, z) este diferită de zero în My, de exemplu 


| =) +0. (417) 
9z 0 
-m 
Condiţia (117) exprimă că planul tangent în Mo la S nu este paralel cu 
axa Oz (normala în Me la S nu este paralelă cu planul xOy). În virtutea 
acestei condiții, pe de o parte tangenta în Mọ la C nu este paralelă cu Oz, deci 
ifol + leol > 0, pe de altă parte paralela la Oz, prin punctul curent M al 
curbei C, de ajuns de apropiat de My, taie 
suprafața S într-un singur punct M’. Ab- 
scisa și ordonata lui M’ fiind æ = f(t) ṣi y= 
= g(t), aceleași cu abscisa și ordonata lui M, 
cota z = x(t) a lui M’ este funcţia definită 
de ecuația (116), unde am înlocuit pe z și y 
prin f(t) şi g(t). Avem deci identitatea 
F[f(t), g(t), x(t)] = 0, (118) 
iar curba T', descrisă de M’ pe suprafaţa S, 
este reprezentată, în vecinătatea lui Mo, 
de ecuaţiile 
s = f(t), y = glt), z = x(t). 
Curba T poate fi considerată ca intersecția suprafeței S cu cilindrul ale 


cărui generatoare se sprijină pe C și sînt paralele cu. Oz. 
Din (118) deducem, prin derivare, identitățile 


af ,, ar 
— f + =g + >y = V, 
GEJ ðy z 


` 


- Fig. 46 


; (119) 
dr BF. 3F E e | 
fir rafala = 0, (i= 2, 1), 
dz CE dy ðz 
termenii nescriși conținînd în factor derivate ale funcțiilor f, g și y, de la 


ordinul I pînă la ordinul t — 1 inclusiv. 
Făcînd t = tọ în (118) și (119), obținem relațiile 


F(fo, 80: Xo) = 0, 


Se OF) pu [êR pe (FV. _ | 
(fe + (ze + (30 (020) 
air) ,, IF IF) ; IF 
Zea i Eni (i) Z (i) ead G) = 
(a)i Fe + (a) fs + (et lea ză 
(i = 2, n + 1). 


Dacă cele două curbe C și T au în Mo un contact de ordinul n, atunci 


ho = Xo, ho = Xone MAP = xD, hD Æ xD, . (424) 
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încît obţinem, din (120), relaţiile 
F(fo, 80> ho) = 0, 


E+E + F= o u 
(2 a) fi ++ z) + [3 a + (Ş = = 0, (i = den), 
=), pri pst p =), fD + (F L gin: + [3 =): hatn Æ 0. 


ðxrtı 


Punînd 
D(t) = Ffi), g(t), R(t], 
relațiile (122) se mai scriu 


Da = 0, 0 = 0,..., D = 0, OMD Æ 0, (123) 


unde indicele zero arată valori în M (pentru t = to). 

Reciproc, presupunînd că relațiile (123) — aceleaşi cu (122) — sînt 
satisfăcute şi ținînd seamă de (117), obţinem relaţiile (121). Cum 
apoi | fol + LA 2] > 0, curbele C și T au în Mo un contact de ordinul n. 

Condiţiile (117) și (123) nu depind de curba T', ci numai de suprafaţa S, 
curba C și punctul de contact Mg. Putem deci conchide că rezultatul obţinut 
mai sus rămîne valabil dacă, în locul curbei T, considerăm curba de intersecție 
a suprafeţei S cu cilindrul ale cărui gencratoare se sprijină pe C şi sînt 
paralele cu o direcţie oarecare A, neparalelă cu planul tangent în Mo la S. 

Dacă ordinul contactului este n, spunem că suprafața S şi curba C au, 
în Mg, un contact de ordinul n. 

Putem deci enunţa propoziţia: 


Relaţiile (123) constituie condiţiile necesare şi suficiente pentru ca supra- 
fața S şi curba C să aibă, în My, un contact de ordinul n. 


Observaţie. Condiţiile de contact (123) exprimă că suprafaja S şi 
curba C au n + 1 puncte comune confundate în My. 


În adevăr, ecuaţia 
®t) = 0, 


care permite determinarea punctelor comune curbei și suprafeței, poate fi 
scrisă 


Do + (t— t) D, +... +E op a 
n 
adică, în virtutea condiţiilor (123), 


Cta pmr if. 
E ppn 4... = 0. 


1 Dacă (117) n-ar îi Mideplinmei, punctul M, fiind regulat pentru S, ca şi pentru C 


(t — ta)” tt 


PD p... = 0, 
(n41)! ° a 9 


am avea (3 |. =£0, sau (Z 3 ] şi concluziile ar fi aceleași cu cele ce se obțin mai suse 
Yy jo 


10 


pi 


E 
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15. Suprafeţe osculatoare. Plan osculator. Să considerăm o curbă în 
spaţiu C, dată parametric 


= f(t), y = g(t), z = k(t), (124) 


și o familie de suprafeţe 
F(z, Y, Z, Qi, ass: m) =0, (125) 


depinzînd de n + 1 parametri aa, ao,-:-%n1: 

Dacă, în familia de suprafeţe (125), există o suprafaţă S care să aibă un 
contact de ordinul n cu curba C, într-un punct dat Mo — corespunzător 
valorii tọ —al acesteia, suprafaţa S se numeşte suprafaţă osculatoare a 
curbei C în Mo. 

n virtutea teoriei contactului unei curbe cu o suprafaţă, valorile para- 
metrilor &;, cărora le corespunde suprafaţa S, sînt date (în general) de 
sistemul 


D(t =0, D(t) = 0,..., P(t) = 0, (126) 
unde 
D(t) = F[f(t), g(t), h(t), az, dgs... 3@n41]. 


Suprafaţa osculatoare, în punctul Mo al curbei C, este limita unei supra- 
feţe 2 a familiei (125), care trece prin n + 1 puncte ale curbei C, apropiate 
de Mo, cînd acestea tind către My. 


Demonstrația se face întocmai ca în cazul curbelor osculatoare ale 
curbelor plane. 


Este posibil să existe puncte ale curbei C, în care contactul cu supra- 
fața osculatoare să fie de ordinul n + 1 sau mai mare decît n + 1. Spunem 
că suprafața osculatoare, într-un astfel de punct, este supra-osculatoare, 
valoarea tọ (căreia-i corespunde punctul) și valorile parametrilor œ; (cărora 
le corespunde suprafaţa supra-osculatoare) verificînd sistemul format din 
ecuațiile (126) şi ecuația 


PD) = 0. 


Ordinul contactului este egal cu ordinul — micşorat cu o unitate — 
al primei derivate a funcției P(t) care nu se anulează pentru t = tọ. 


Ca aplicație, să considerăm familia de plane 


unde R reprezintă vectorul de poziție al punctului curent al unuia din pla- 
nele familiei, și curba C dată prin ecuația 


P = F(t). (128) 


Cum în ecuația (127) intră trei parametri (rapoartele a două din compo- 
nentele lui ā, către a treia, și p), sistemul (126), care determină, în general, 
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planul osculator în punctul regulat M al curbei C, corespunzător valorii t 
a parametrului, este format din ecuaţiile 


Fă = p, 
pă =0, (129) 
Pa = 0. 


Ne vom situa în primul rînd în ipoteza că tangenta în M nu este staţio- 
nară, deci 


F'X7"=£0. 


Potrivit ultimelor două ecuaţii (129), vectorul & este perpendicular 
pe planul vectorilor 7”, F”, deci diferă printr-un factor scalar de produsul 
vectorial 7' X F”, şi putem lua 


a= xF. 
Din prima ecuație (129) obținem 

p =F(F XF"). 
Deducem că ecuația planului osculator în M este 


(R — F) (F' x F") =0, 


adică 
(R —F, F', F”) = 0. (130) 
Sub formă scalară, ecuaţia planului osculator se scrie 
| X—x Y—y Z—z . 
a” y' z’ = 0, (130) 
g” y” g” 


unde X, Y, Z sînt coordonatele punctului curent în acest plan, iar v, y, z 
coordonatele punctului de contact M. 


Orice plan tangent (care conține tangenta) în M, diferit de planul oscu- 
lator, are un contact de ordinul întîi? cu C, iar planul osculator are un contact 
de ordinul doi (cel puțin). 

Dacă, împreună cu condiţiile (129), este îndeplinită și condiţia 


7”ă Æ 0, 
contactul planului osculator este de ordinul doi. Dacă însă avem 
ř”ā = 0, (134) 


contactul este de ordinul trei (cel puțin). Planul osculator este supra-osculae 
tor sau staționar. 


1 Condiţiile care exprimă acest contact sînt primele două condiţii (129). 


10* 
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Ultimele două relaţii (129) și relaţia (131) exprimă că vectorii F’, F”, P” 
sînt perpendiculari pe &, deci coplanari. 
Așadar avem propoziţia: 


Dacă tangenta în punctul M al curbei C nu este staţionară, condiţia ( nece- 
sară şi suficientă) ca planul osculator în M să fie staționar este 


(F' F” F”) =0. (132) 


În virtutea unei proprietăţi generale a suprafeţelor osculatoare, putem 
spune că, dacă tangenta în punctul M al curbei C nu este staționară, planul 
osculator este limita planului determinat de trei puncte ale curbei C, apropiate 
de M, cînd aceste puncie tind către M. 

n consecinţă, dacă tangenta în M nu este staționară, planul osculator 
în M iraversează curba. 

Să presupunem âcum că tangenta în M este staţionară, deci avem 


F xF” =Q. 


În acest caz, a treia ecuație (129) fiind echivalentă cu a doua, orice 
plan tangent în M are un contact de ordinul doi (cel puțin) cu curba C. 
Sîntem conduşi să considerăm planul supra-osculator (staționar)! care 
are un contact de ordin mai mare decît doi, deci să asociem primelor două 


ecuaţii (129) în primul rînd ecuaţia + 
Fă = Q. 
Dacă 
PI XP" Æ0, 
putem lua 


= xF”, 


încît ecuaţia planului supra-osculator, care are un contact de ordinul trei 
(cel puţin) în M, cu C, este în acest caz 


(B —F, F', F”) =Q. 


Mai general, dacă F(® este prima derivată neparalelă cu F', în M, orice 
plan tangent are un contact de ordinul s—1 cu C și ecuația planului supra- 
osculator, care are cu C un contact de ordinul s (cel puţin), este 


(B —rF, F’, F9) = 0. (133) 


EXERCIŢII 


]. Să se afle înfășurătoarele dreptelor. 
a(s — a) —ay—a=0, 
a(s — a) + 3as — 2y = 0. 
R. Parabola y? + 4a(y — a) = 0 şi cisoida z(22 + y?) — ay? = Q0. 


1 Se- vede că, în acest caz, condiţia (132) este îndeplinită. 
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2. Fiind dată o elipsă sau o hiperbolă, pe coardele paralele cu una din 
axele de simetrie, ca diametri, se construiesc cercuri. ; 

Să se afle înfășurătoarea acbstor cercuri. 

R. În cazul elipsei, se obţin două elipse, una corespunzînd coardelor 
paralele cu axa mare, cealaltă coardelor paralele cu axa mică, iar în cazul 
hiperbolei două elipse sau două hiperbole, după cum axa transversă este mai 
mare sau mai mică decît axa netransversă. 

3. Fiind dată o parabolă P, să se arate că înfășurătoarea cercului variabil 
care trece printr-un punct fix A, situat pe axa parabolei, și al cărui centru 
descrie parabola, este o cubică (care devine cisoidă dacă A este virful 
parabolei). 

Să se cerceteze dacă această cubică are puncte singulare. 

Să se construiască cubica. 

Indicaţie. Se consideră parabola 

y? = 2pz, 
şi punctul A(a, 0). 
R. Ecuația cubicei este 
(aè + yè — a?) (a — a) + pi? = 0. 
4. Să se afle înfășurătoarea familiei de curbe 
(y + A) — (s + X) = O. 

5. Vîrful unei parabole P, de parametru p și cu axa paralelă cu Oz, 

descrie parabola 
y? = 2gz. 


Să se afle înfășurătoarea parabolei P. 
R. Parabola y? = 2(p + q)z 


6. Fie un punct fix P şi un punct variabil M care descrie o curbă C. 


= Să se demonstreze că înfăşurătoarea cercului construit pe segmen- 
tul PM, ca diametru, este podara! curbei în raport cu P. 


7. Un punct luminos este situat pe un cerc. Să se afle înfășurătoarea 
razelor reflectate de cerc. 


Indicaţie. Se presupune originea în centrul cercului, cercul dat prin 
ecuațiile parametrice 
z = acost, y = asint, 
iar punctul luminos în A (a, 0). | 
R. Ecuațiile parametrice ale înfășurătoarei sînt 


z = =Q cost + cos 2t), y = Fe sint + sin 2t), 


e i i . e gari . <a 
deci înfășurătoarea este o epicicloidă a cercului de rază- cu centrul în 


origine?. Deoarece cercul mobil are aceeași rază ca și cel fix, înfășurătoarea 
este o cardioidă. 


1 yv, exerciţiul 6 de la sfîrşitul cap. I. 
2 Exerciţiul 14 de la sfîrşitul cap. I. 
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8. Să se determine înfășurătoarea unei drepte variabile care formează 
cu două drepte date un triunghi de arie dată. 


Indicaţie. Se consideră ca origine a sistemului de coordonate punctul 
comun celor două drepte și ca axă Oz una din ele. Ecuația celeilalte fiind 


y = mă, 


punctele în care dreapta variabilă taie dreptele fixe au coordonatele (a, 0) 


și (P, m). 
R. Hiperbola 


ây(y — ma) + mea =0, 
pentru care dreptele date sînt asimptote. 


9. Să se determine înfășurătoarea familiei de curbe 


Ep 


œ 


ştiind că parametrii «, B verifică relația 


("+ [2 1=0, (a, b constante). 


Indicaţie. Se procedează ca în aplicaţia de la $ 5,2. 
R. Ecuația înfăşurătoarei este 


mn mn 
= mEn f m+n — 4 = 0. 
a b 
Dacă m = 1, n = 2 sau m = 2, n = 1, înfășurătoarea este astroida 
alungită 
2 


R 


10. Se știe că, dacă se consideră un sistem de coordonate ortogonale, 
axa Oz fiind orizontală, iar axa Oy verticală, traiectoria unui punct material 
lansat din origine, în vid, cu viteza Vvo, care face unghiul « cu axa Oz, este 
parabola reprezentată de ecuaţiile parametrice 


t3 i 
A æ = Vat cosa, y = = + Vot sing, 


unde t reprezintă timpul avînd ca origine momentul lansării, iar.g este 
acceleraţia gravitaţiei. 

Fiecărei valori a lui « corespunzîndu-i o parabolă, să se afle înfășură- 
toarea acestei familii de parabole. 

R. Înfăşurătoarea este parabola de siguranţă 
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11. Să se afle înfășurătoarea unui diametru al unui cerc care se rosto- 
"golește fără alunecare pe o dreaptă fixă. 


Indicaţie. Se consideră diametrul care trece prin origine atunci cînd 
cercul C, de rază a, este tangent în O axei Oz (dreapta fixă). 

Pentru a obţine ecuaţiile parametrice ale diametrului, se folosesc 
ecuaţiile parametrice ale cicloidei?. 

R. Cicloida de ecuaţii parametrice 


z =< (2t — sin 2t), y => (i — cos 2t), 


o y . v Q 
descrisă de un punct al cercului de rază z? care se rostogolește pe Oz. 


12. Să se afle înfășurătoarea unui diametru al unui cerc care se rosto- 


golește fără alunecare pe un cerc fix. 

Indicaţie. Se consideră drept cerc fix, cercul cu centrul în origine și 
raza a, și, în cercul mobil C, de rază àa, diametrul care trece prin punctul 
A(a, 0), atunci cînd punctul de contact al lui C cu cercul fix este A. 

Se folosesc ecuaţiile parametrice ale epicicloidei şi hipocicloidei?. 
R. Epicicloida | 


z = [1 + F) a cos at —2 cos (2 +A, y = [i + z) a sin At — 
— sin + 9, 


sau hipocicloida 
g = [1 =a] a cos Àt + 2 cos (A — 2), y = [1 =) asin At + 


J 2 sin (A — 2), 


după cum cercul mobil este exterior sau interior celui fix. 
13. Să se afle înfășurătoarea și muchia de întoarcere a familiei de plane 


ha sin t — hy cost + az = aht. 
R. Dacă punem = u, ecuaţiile parametrice ale înfășurătoarei sînt 
è 


x = a (cost + tsint—u sint), 
y = a (sin t — t cos t + u cos t), 
z = hu, 

iar muchia de întoarcere este elicea 
z = a cost, y = asint, z = ht. 


1 Ecuațiile parametrice ale dreptei determinată de punctele (2, Yı) şi (£a, Ya) 


sint £ = 2 + p(za— T1), Y = V, + Ply — H). 
3 Exerciţiul 13 de la sfîrşitul cap. I. 
3 Exerciţiul 14 de la sfîrşitul cap. I. 
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14. Aceeași problemă pentru familia de plane 
hz sh t — hycht + az = aht. 
R. Înfășurătoarea este suprafaţa 
z = a (cht — tsht + usht), 
y = a (sht — tcht + ucht), 
z = hu, 
iar muchia de întoarcere este curba 
z = acht, y = asht, z = ht. 
15. Să se afle înfășurătoarea familiei de sfere 
(x — a)? + y? + z2 = ag. 
R. Conul — 2 2 + z2=0. 
16. Fiind dată elipsa 


pe coardele paralele cu una din axele de simetrie, ca diametri, se construiesc 
sfere. 

Să se afle înfăşurătoarea acestor sfere. 

R. Elipsoizii 


x? yp č , pz y? 
ah E 
+i E a a4 b? 
17. Aceeaşi problemă pentru hiperbola 
2 2 
z — VL Sa == 0, 3 = 0. 
a Žž D 
2 2 2 2 2 2 ; 
A E E AA cel sei, după cum coardele sînt 


q2— b? b2 a? a? — b32 
paralele cu axa transversă sau cu axa netransversă. 


18. Pe coardele perpendiculare pe axa parabolei 
y? = 2px, z = 0, 


ca diametri, se construiesc sfere. 
Să se afle înfășurătoarea acestor sfere. 


R. y? + 2? = 2ps + p°. 
19. Să se afle înfășurătoarea planelor tangente la parabolele 
y? = 2px, z= 0 


y? = 2qz, s =Q. 
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Indicaţie. Se consideră planul de ecuaţie 
y=az+byty 


și se pun condiţiile ca intersecţia acestui plan cu planul z = 0 să fie tangentă 
primei parabole, iar intersecția cu planul z = Q să fie tangentă celei de-a 
. doua parabole. 

Se obţine familia de plane 


2yy = pr + qz + 2y’. 
R. Cilindrul y? = 2pz + 2qz. 
20. Să se afle înfășurătoarea planelor tangente cercurilor 
ză + y? — 2as = 0, z = 0, 
y? + z2 — 2bz = 0, xv = 0. 
R. Dacă a Æ b, conul aby? + (ax + bz) (bx + az — 2ab) = Q; 
dacă a = b, cilindrul y? + (x + z) (x + z — 2a) = 0. 


21. Să se afle înfășurătoarea planelor tangente cercului 
z? + y? — 2ar = 0, z= 0 
şi parabolei 
y? = 2pz, x = Q. 


R. Suprafaţa az(z — a)? + axy? + pz(z — a)? = 0, a cărei muchie de 
întoarcere este dreapta z = a, y = 0 (de fapt semidreapta, de pe această 


. à A 2 . es b . 
dreaptă, cu originea în punctul [0, 0, — =) dirijată spre partea negativă 
; ! P 
a axei 0z). 


22. Fiind dată parabola 
y? = 2px, z = 0, 


să se afle înfășurătoarea sferei variabile care trece printr-un punct fix situat 
pe axa parabolei și al cărei centru descrie parabola. 

R. Suprafaţa (22 + y? + z2 — a?) (x — a) + py? = 0. Muchia de întoar- 
cere degenerează în punctul fix considerat pe axa parabolei. 


23. Să se afle înfășurătoarea sferelor de rază a cu centrele pe cercul 
£ + y =r, z=0. 
R. Suprafața de rotație (numită tor) 
(22 + y? + z2 + r? — a?) = Ar2(a2 + 2). 
24. Să se determine înfășurătoarea familiei de suprafețe 
n n gz n 
Eero 
știind că parametrii «, B, y verifică relaţia 


(4+ Pi = 1 = 0 (a, b, c constante). 


c 
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Indicaţie. Se vede ușor că înfășurătoarea unei familii de suprafeţe 
F(z, y, z, «, B, y) = 0, 
parametrii «, B, y fiind legaţi prin relația 
p(a, B, y) = 0, 


se află eliminînd parametrii între ecuația familiei de suprafețe, relația care 
leagă pe «, B, y și relațiile 


Se va observa că se obține aceeași înfășurătoare dacă în enunț se schimbă 
n cu m. 


25. Fiind date curbele 
F = F (t), p = p(t) 
şi presupunînd că într-un punct regulat comun Mo au loc relaţiile 
a (i IER) A 
1 1 
ppt ză (p+ ), 

să se arate că există transformări de parametru, pe cele două curbe, prin 
care putem micşora valoarea lui p. 


Îndicaţie. Se va determina transformarea de parametru prin care se 
realizează micșorarea lui p cu o unitate. 


26. Fie familia de curbe 
F(x, y,a) = 0. 
Să se arate că orice curbă a familiei are în general un contact de ordi- 


nul întîi cu înfășurătoarea. 
Indicaţie. Se ţine seamă că înfășurătoarea este determinată de sistemul 


F=0,F,=0. 


Dacă într-un punct al muchiei de întoarcere este de asemenea verificată 
condiția 
Fa = 0, 


contactul curbei familiei, care trece prin punctul considerat, cu înfășură- 
toarea, este de ordinul doi (cel puţin). 


27. Fiind dată elipsa 
æ= acost, y = bsint, (a > b) 


să se determine punctele de contact, centrele și 'razele cercurilor supra- 
osculatoare. l 
Aceeaşi problemă pentru hiperbolă și parabolă. 
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Indicaţie. Pentru hiperbolă se poate considera reprezentarea parametrică 
z = sacht, y = bsht, (e = 4 1), 


iar pentru parabolă reprezentarea 


12 i 
gi y =t. 


28. Să se determine punctele de contact, centrele și razele cercurilor 
supra-osculatoare ale cicloidei 


z = a(t — sin t), y = a(i — cos t). 
29. Fiind dată o curbă plană C 
x = f(t), y = g(t) 
şi familia de parabole (cu axele paralele cu Oy) 


y = az? + ps +y, 


să se determine parabola osculatoare în punctul curent. 
Să se determine parabolele supra-osculatoare. 
Aplicaţie în cazul elipsei ` 


æ = a cost, y = bsint. 


Indicaţie. Pentru a determina parabolele supra-osculatoare, se obține 
ecuația verificată de valorile lui t cărora le corespund punctele de contact 
ale acestor parabole. 

R. În cazul elipsei, punctele de contact ale parabolelor supra-oscula- 
toare sînt vîrfurile B, B', situate pe Oy, ecuaţiile acestor parabole fiind 
respectiv 


pp tat + b, y =b æ —b. 
a? a? 


30. Să se determine planul osculator în punctul curent al cubicei 
s = t, y = È, z= Ë. 
31. Să se determine planul supra-osculator al curbei 
sz = t, y = t, z = 4 4 t. 
R. Planul 4z — 6y — 4z + 5 = 0, punctul de contact avînd coordo- 
3 
natele (1, L, z| 
4 
32. Dacă planul osculator al unei curbe trece printr-un punct fix, sau 
este staționar în fiecare punct al curbei, curba este plană. 
33. Fie familia de suprafețe 
F(x, y, z, a) = 0. 
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Să se arate că orice suprafaţă a familiei are, în general, un contact de 
ordinul doi cu muchia de întoarcere a înfășurătoarei. 


Indicajie. Se are în vedere faptul că muchia de întoarcere este deter- 
minată de sistemul 


F = 0, Fa = Q, Fea = Q. 


Într-un punct al muchiei de întoarcere, în care este de asemenea verifi- 
cată ecuația 


Foxa = 0, 


contactul muchiei de întoarcere cu suprafața familiei, care trece prin punctul 
considerat, este de ordinul trei (cel puțin). 


CAPITOLUL III 


TEORIA CURBURII CURBELOR 


Problemele de care ne ocupăm în acest capitol sînt legate de noţiunile 
de curbură şi torsiune (a doua curbură) ale unei curbe. 


$ 10. Curbura unei curbe 


1. Definiţia şi calculul curburii. Fie o curbă C, plană sau în spaţiu, 
dată prin ecuaţia 


F = F (t), (1) 


şi — pe această curbă — două puncte apropiate M și M’ (fig. 47). 
Unghiul e — pozitiv — al tangentelor în M și M’, care se numește 
unghiul de contingenjă al celor două tangente, măsoară deviația pe care o 
suferă tangenta, cînd punctul curent descrie arcul regulat MM', datorită 
curbării (încovoierii) curbei. Fie s și s' lungimile arcelor MM și MoM’, Mo 
fiind originea arcelor pe curbă. Rapiditatea (gradul) de încovoiere al arcului 
. € . . . s . . 
se măsoară prin raportul a a dintre unghiul de contingență £ și lungimea 
s —s i 3 
|s'— s} a arcului MM’. 
€ 


Raportul A se numește curbura medie 
Ss —s 


a arcului MM”, iar limita curburii par , 
Ss — $ 
cînd M’ tinde către M, se numește curbura 
curbei C în punctul M. Fig. 47 

n cazul unei drepte, tangenta în orice 


(> 


punct al ei este dreapta însăși, astfel că e = 0, = 0; deci curbura 


Is —s] 
unei drepte este nulă. 

În cazul unui cerc, unghiul de contingenţă corespunzător unui arc MM’ 
este egal cu unghiul normalelor (razelor) în M şi M’. Însă, R fiind raza 
cercului, avem 


ls! —s| = Re. 
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Curbura medie a arcului MM! este 


E a 1 
deci curbura cercului, în M, este T i SĂ 


Aşadar, pentru un cerc, curbura, aceeași în toate punctele cercului, 
este inversa razei: curbura = —— deci raza este inversa curburii: raza = 
vaza 
1 


curbură 
Prin analogie cu cazul cercului, inversa curburii într-un punct al unei 
curbe se numește raza de curbură în punctul considerati. Notînd raza de curbură 


E] 


cu R, curbura este ri 


Fie 7(s) = z și t(s’) versorii tangentelor în M și M’ la curba C 


(fig. 47). 
Avem 
sin e = |7 (s) X 7 (s')| = I7 (s) x [F (s') — F (s)] | 
şi deci 
£ — £, sin € E „la 7 (37) — 7 (s) , 
js’ —s| sine |a'—s| sine TUX s’ —s 


Cînd M’ tinde către M, deci cînd s’ tinde către s, atunci e tinde către 


. € i n. 
zero, iar raportul —— tinde către 1. Deducem, pentru curbura — în M, 
? sin € dt 


4 Ş LĂ TIE i dz 
— = lim ——— = lim -[7(5) X lim d ment INSA ele) =|7 x=] 
R  s3s|s'—s]| ss sine i a ds 
deci 
1 dF, d2F 
dul acei] (2) 
d ci ua d? a încat a DIE, e iat SPIRE |. 
Însă derivata fă vectorului-unitate ai fiind perpendiculară pe al, 
deducem 
dp o dF] _ |, PF) o [EP 
ds * ds i ds Be ds? ds? 


Obţinem astfel, pentru curbura în E M al curbei C, formula 
simplă 


å (3) 


1 Vom vedea, mai departe, că raza de curbură într-un punct al unei curbe este 
egală cu raza cercului osculator în punctul considerat. 
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Putem exprima curbura cu ajutorul derivatelor vectorului 7 în raport 
cu î. În adevăr, curba fiind dată prin ecuaţia (1), F depinde de s prim inter- 
mediul lui t. 

În virtutea regulii de derivare a unei funcţii compuse, avem 


di _d? di 

ds di ds’ 
d'F _ dFfõdt)? , drd 
ren dt de? ' 


deci 
7 PP _ [d0)9aF dr di dtd d 
dt at | ds dê dt di 


ds ^ ds 
Indicînd prin accente derivatele în raport cu t și ținînd seamă de formula 


ds ati 
— = r 
EP + İF] 
deducem 
1 dt)\3 _; ý XP _|P'XP| 
—=1—I r F = = 
R (5) a IE [7 P 
dt 
Avem deci formula 
1 IP xF] : 
E AE 4 
R E ’ (4) 


eare exprimă curbura în punctul curent al curbei C, cu ajutorul derivatelor 


de primul și al doilea ordin, în raport cu t, ale vectorului de poziţie F al 
punctului curent. 


Dacă i = s, formula (4) se reduce la formula (3), deoarece 
d? 


=|£]=4, 
| =1zi 


Componentele vectorului F (coordonatele punctului curent al curbei) 
fiind v, y, z, avem 


F= si + yj + zk. 
Deducem : 


ES dy = d2z y 
E per F d2 J + dsă k, 
încît formula (3) se scrie, ridicînd ambii membri la pătrat, 


e 
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Avem apoi (indicînd prin accente derivatele în raport cu t): 


i jk 
FXP = y'z' = (y'z" — z'y")i + (30 — z'z")j + (z'y" — y's "k, 
|æ" y”z" 
deci 
|F! X F" | = V(y'z” — z'y") + (z's" — PIE + (297 — ya. 


De asemenea l 
F'| = (z2 Fy? Fz? 
Punînd, pentru prescurtare, 
A = ya" — z'y"”, B = z's" — aa", C = s'y” — y'r", 
din formula (4) obținem formula i 
A _ A2+B+c (6) 
RE (34y? +z”) 
În cazul cînd curba C este plană, situată în planul z = 0, formulele (5) 
și (6) se scriu respectiv 


1 be dy? 
aa lia” (7) 
i | 29” — y'z" | 

RO (oaie (8) 


Comparînd cu ultima formulă (111), cap. II, $ 8, vedem că raza de 
curbură, într-un punct al unei curbe plane, este egală cu raza cercului osculator 
în acest punct!. Datorită acestui fapt, cercul osculator și centrul acestui cerc 
se mai numesc respectiv cerc de curbură şi 
centru de curbură. 

Se poate da o demonstraţie directă for- 
mulei (8). Pentru aceasta să observăm că, 
în cazul cînd curba C este plană, reprezentată 
de ecuaţiile parametrice 


s = f(t), y = g(t), 
putem considera că unghiul de contingență e, 
pe care-l face tangenta în punctul curent M 
„cu tangenta în punctul apropiat M’, este 
variația unghiului ọ pe care tangenta în M îl 
Fig. 48 face cu axa Ox (fig. 48). 

Mai mult, putem defini — în acest caz — 
e (5) — ẹ(s) 
s’ —s 

cînd s' > s. Deducem astfel formula importantă . 
1 de 
P (9) 


curbura drept limita raportului (neluat în valoare absolută), 


1 Aceeaşi constatare o vom face şi în legătură cu cercul osculator al unei curbe 
în spaţiu ($ următor). 


ni 
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0 = 
Coeficientul unghiular al tangentei în M fiind egal cu tg e, avem 


Lă 


y 


tgp =, 
z 
de unde 
4 Lă 
9 = arc tg% 
x 
deci 
dọ = d £)= ooa O a i Vi 
14 A z’) ayy? z’? z py” 
(2 
Cum apoil 


ds = x? + y”? dt, - 
deducem din (9) formula 
1 2 z'y” dnai y's” > 
R (apy d 


Potrivit formulei (4), curbura într-un punct regulat M al unei curbe, 
plane sau în spaţiu, este finită şi în general diferită de zero. Curbura este 
egală cu zero, dacă avem în M 


FXF'=0, 


deci dacă tangenta în M este staționară. 
ntr-un punct regulat de inflexiune tangenta este evident staţionară, 
prin urmare curbura într-un punct regulat de infleziune este egală cu zero. 
Să presupunem că, în orice punct al unei curbe, curbura este egală cu 
zero. Din formula (3) deducem în acest caz 


de unde, prin două integrări succesive, obţinem ecuaţia 
F = ïs + Fos 
unde vectorii 7 și Fo sînt constanți, echivalentă cu ecuația 
(F — F) X7 = 0, 


care reprezintă — ca şi cea precedentă — o dreaptă (dreapta ce trece prin 
punctul al cărui vector de poziţie este Fo şi al cărei vector director este 7). 

Așadar, o curbă a cărei curbură este în orice punct egală cu zero este o 
dreaptă. 


1 Utilizăm deci formula (46%), cap. I, § 1, 8, în virtutea căreia sensul pozitiv al 
arcului coincide cu sensul mişcării punctului curent cînd t creşte. 
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Observaţie. În cazul cînd curba plană C este dată printr-o ecuaţie 
explicită f 
= f (2), 


considerînd pe z ca parametru, avem z' = 1, æ” = 0, încît formula (8) 
devine 


1 y” 

=. 8” 

R (14y sd 

În sfîrșit, în cazul cînd curba plană C este dată printr-o ecuaţie polară de 
forma , 
e = f (%9), 
considerînd ecuațiile parametrice ale curbei 
z = p coso, Y = psinu, 

și calculînd derivatele de primul și al doilea ordin ale lui z și y în raport 
cu œ, formula (8°) devine 


í et 2p pp” (8) 
R (ete?) 
Aplicaţii. I. Să se calculeze raza de curbură a cicloidei. 
Ecuațiile parametrice ale ciâloidei fiind 
x = a(t — sint), y=a(l—cost), 
avem 
z' = a(i — cos t), y' = asin t, 
z” = asint, y” = acost. 
Raza de curbură fiind dată de formula! 
r= pin, 
| 2y” — y'a” | 
avem, în cazul cicloidei, 


24 — 2 2 gin? 4]3/2 3/2 a34 — 3/3 1 — cost 
R = (a2(1 — cos t)? + a2sin2t) = 2°12 a$(1 — cost) 2, halj? sost, 


deci 
„ui 
R = 4a. |sinz|: 
II. Curbura elicei circulare. 
Ecuația vectorială a elicei circulare fiind 


| F = acosti + asint] + btk, 


avem 
F' = —asinti + acost] + bă, F” = — a costi — asint j, 


1 Dedusă din (8). 
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deci 
F'| = Va + tè, 
i j & 
F' XF" =|—asint acost b| = absinti — ab costj + & k, 
— acost — asint 0 | 
IF x 72] = VESTE oosit F A = aa F P. 
Deducem 
S L PTA (ta N 
R IFP (+) yapi 
1 a 
R pe 


2. Indicatoarea sferică a tangentelor. Fiind dată o curbă C, să ducem 
printr-un punct, de exemplu prin originea O a axelor de coordonate, un vec? 
tor T}, egal cu vectorul-unitate 7 al tangentei în punctul curent M al curbei C. 

Cînd M descrie curba C, în sensul arcelor crescătoare, extremitatea M, 
a vectorului 7, descrie o curbă, situată pe sfera de rază unitate cu cen- 
trul în O, numită indicatoarea sferică a tangentelor curbei C (fig. 49). 

Așa fiind, dacă ţinem seamă de formula (3), de faptul că vectorul de 
poziţie al _punctului curent M, al indicatoarei 
este 7, = T, și considerăm ca parametru pe indi- 
catoare acul s, deducem 

= | ds 


dap 
ds? 


d7 
ds 


|i 
~ [ds 


1 
R 
1 TEN 1 
a a 
sı fiind arcul pe indicatoare. 
Așadar, curbura unei curbe este egală cu 


valoarea absolută a derivatei arcului indicatoarei 
sferice a tangentelor în raport cu arcul curbei. Fig. 49 


$ 11. Triedrul lui Frenet. Formulele lui Frenet. 
Cercul osculator 


3. Planul osculator. Ştim! că planul osculaior într- un punct regulat M 

al unei curbe C, dată prin ecuația . 

F = F(t), (10) 

este planul care are (în general) un contact de ordinul doi cu C în M, ecuaţia 
planului osculator fiind 

(B — F, F', F") = 0. - (44) 


1 v. cap. II, § 9,15. ve 


LE Îni 
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Dacă tangenta în M nu este staţionară, planul osculator în M este limita 
planului determinat de trei puncte ale curbei C, apropiate de M, cînd cele trei 
puncte tind către. M, ceea ce înseamnă că planul osculator, într-un punct cu 
tangentă nestaţionară, traversează curba. 

Presupunînd că unul din cele trei puncte coincide iniţial cu M, putem 
defini planul osculator drept limita planului determinat de M și alte două 
puncte M’ și M” ale curbei, apropiate de M, cînd M’ și M” tind către M. 

Însă, M’ tinzînd către M, secanta MM" tinde către tangenta în M, 
încît planul osculator în M poate fi încă definit drept limita planului tangent 
la curbă în M, care trece printr-un punct M' al curbei, apropiat de M, 
cînd M' tinde către M. Vom pleca de la această definiţie pentru a regăsi 
ecuaţia planului osculator. 

Să presupunem, În_ în primul rînd, că tangenta în M nu este staționară. 

Vectorii F'(t) şi MM' = F(t + k) — F(t) fiind situați în planul tangent 
în M la C, care trece prin M', putem considera drept vector director al 
normalei la plan produsul gbotoziai F'(t) x MM". Ecuația planului tangent 
în M și trecînd prin M’ este deci 


[R — F, F' (t), F(t + h) — F (t)] =0. 


Această ecuație se scrie, ținînd seamă de formula lui Taylor, 
2 —. 
| [2 — F, F’, 7 + (F + 2] = 0 


unde £ este un vector care tinde către zero o dată cu kh, sau 
id (B —F, F', P” 47) =0. 


Dacă h — 0, planul tangent în M și trecînd prin M’ tinde către planul 
osculator în M, iar din ecuația precedentă obținem ecuația T 


(R—F,F F’ sF] =0, 
a planului osculator. 

Putem deci spune că, dacă tangenta în punctul M al curbei C nu este 
staționară, planul osculator în M este determinat de vectorii F'(î) şi F” (t), 
cu originile în M. 

Dacă tangenta în M este staționară, considerăm pentu vectorul MM” 
dezvoltarea! 


MM" = F(t + h) — F(t) = h P'(t) (1 +n) + 


hP 
E ; P(t) + €], 
e 3 w ? œ Ps — . j 
unde FP) (t) este prima derivată a lui Fii), iiad cu F'(t), iar 7 și € 
tind către zero, cînd h—-0. | b 

Printr-un raţionâment asemănător cu cel făcut mai sus, găsim că ecua- 
ţia planului osculator în M este de amn g 


(B — F, F', PP) = (12) 
„În acest caz, planul OA în M este y E de vectorii F'(t) 
și F(P) (t). 


1 v. cap. I, § 1,7. 
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Observaţii. I. Planul osculator mai poate fi definit ca limita 
planului tangent în punctul M, parâlel cu tangenta în punctul apropiat M’ 
al curbei, cînd M’ tinde către M. Pentru demonstraţie se poate urma o cale 
analoagă cu cea de mai sus. 

II. Din definiţia planului osculator, rezultă că poziţia acestui plan 
este independentă de alegerea parametrului pe curbă. Acest fapt se poate 
învedera și prin calcul. În adevăr, punctul M al curbei fiind regulat și 


tangenta în M nefiind staţionară, planul osculator în M este determinat de 
d? dF 


vectorii (cu originea în M) ETA Să facem transformarea de parametru 
t = t(t*). 
Avem 
di _d7 dt 
die di are 
dp __ dr (di! , dr dit 
di ară (s) de di® 


á dř . . dF . d?F 
de unde se vede că “este coliniar cu 2, iar —— este coplanar cu vec- 
dit dt ai 
. d? d'F 
torii —;— >e 
dt di 
kd . .. dF . . 
Deci planul determinat de vectorii T , a este acelaşi cu planul determi- 
2 = 


.. dF d r las ims A 
nat de vectorii — , — +» cu originea în M. 
di dit 


III. Planul osculator al unei curbe plane este planul curbei. 


4. Normala principală. Binormala. Triedrul lui Frenet. Să conside- 
răm ca parametru pe curba C, reprezentată de ecuaţia (10), arcul s. 


. d? v PE — “A 
Derivata z este egală, cum știm, cu versorul 7 al tangentei în punctul 
regulat M, orientat în sensul creşterii arcului s. 
. dF . . . . 
În ceea ce priveşte vectorul za’ CU Originea în M, care — potrivit 


observației II de mai sus — este situat în planul osculator în M, se vede 
ușor că este situat şi în planul normal. 
n adevăr, avem 


ds: ds \ds 


dp _ d (di) di 
de’ 
2 . . . — 
ceea ce înseamnă că vectorul a » derivata vectorului-unitate 7, este per- 
pendicular pe 7. l 


Deci vectorul Z este dirijat în lungul normalei situate în planul osculator. 
8 


pe] M v d di? a v v 
Să demonstrăm acum că sensul vectorului qa PU se schimbă, dacă 


schimbăm orientarea pe curba C. 
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O == 


În adevăr, să facem transformarea 


s = — s*, 
Deducem 
d? _ dr ds _ dř 
ds* ds ds* ds 
AP _ d jdř\ ds _ dF 
ds sil iz i 


2 . 2 . . 
deci vectorii A ZT sint egali. Proprietatea este demonstrată. 


Normala într-un punct M al curbei C, situată în planul osculator 
P p , 


se numește normală principală.. 
Vom orienta normala principală astfel încît sensul ei să fie acelaşi 


„d . aie aie îi 3 SPIN 
cu sensul vectorului -=z și vom indica prin V versorul normalei principale 


în punctul M al curbei C. Avem, ţinînd seamă de formula (3), care 
exprimă curbura curbei C în M, 


dèr dF 
z ds? ds? 
aT aa 
ds? R 
deci A 
= d27 = 
Ji ierti d (13). 
Deducem . 
dr 1 e 
u R” (14) 


Normala într-un punct M al curbei C, perpendiculară pe planul oscu- 


lator în M, se numeşte binormală. 
Binormala se orientează astfel încît triedrul tridreptunghic format din 
tangentă, (orientată în sensul arcelor crescătoare), normala principală și 


z 


Â 


Fig. 50 Fig. 51 


binormală, numit triedrul principal sau triedrul lui Frenet al curbei C 
în M, să fie un triedru direct (orientat sinistrorsum), ca și triedrul de coor- 
donate Oxyz (fig. 50). 


1 Pentru o curbă plană, normala principală este situată în planul curbei. 
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Dacă schimbăm orientarea pe curbă, triedrul lui Frenet este înlocuit 
prin simetricul său faţă de normala principală (fig. 51), deoarece orientarea 


normalei principale se păstrează, pe cînd orientarea tangentei și a binor- 
malei se schimbă. 


Vom nota cu f versorul binormalei. 


În virtutea faptului că 7, v, sînt versorii muchiilor triedrului lui 
Frenet, care este un triedru tridreptunghic direct, înseamnă că avem relaţiile 
| 


Feţele triedrului lui Frenet sînt: planul osculator, care conţine tan- 
genta și normala principală, planul normal, care conţine normala prin- 
cipală și binormala și planul rectificant, determinat de tangentă şi binormală. 


Aplicaţie. Să se calculeze versorii normalei principale și binor- 
malei, în punctul curent al elicei circulare, și să se arate că tangenta,: 


normală principală și binormala fac unghiuri constante cu axa cilindrului 
pe care este situată elicea. 


Ecuația elicei circulare fiind 


P=acosti+asinti + btk, 


avem 
ds [73 
— = fa b2 
z Va? + b, 
= a sint = accost = b = 
Te RA A A A OPERE ME, + 
Va: dă rara! t yarr ? 
2 2 
R= Lt”. 
a 
Deducem 
dēt _ acos t Po asint 23 
dt V a 4- b? Vaii? 
deci 
di d7 di ___acost 3 asint j 
ds dt ds a? + b? ap l’ 


încît, ţinînd seamă de formula (13): 


pp an — costi — sint j. 
ds „i 
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Deducem apoi 


i j k 

B = 37x7 = E asin t a cost b 
ași VE e YaF 

— cos l -— sint 0 


B = b sint AR DELA EE a FA 
ao yapt yeyi 


Cosinusurile unghiurilor tangentei, normalei principale și binormalei, 
în punctul curent al elicei, cu axa Oz (axa cilindrului pe care este situată 


elicea considerată), sînt oale respectiv cu k7, Ay, kB. 


Avem 
pai b = 2 a 
z S a A 


| 
Pui 
<l 
> 
= 
T 
| 


Aşadar, normala principală în punctul curent al elicei circulare este per- 
pendiculară pe axa cilindrului pe care este situată elicea, iar tangenta și 
binormala fac unghiuri constante cu această axă. 

Putem încă preciza poziția normalei principale. Dacă P este pro- 
iecția punctului curent al elicei pe planul z = 0, avem 


OP = a cos ti + asintj, 


deci v și OP sînt coliniari însă de sensuri contrare. 

Aşadar, normala principală a elicei circulare se sprijină pe axa cilin- 
drului (pe care este perpendiculară), fiind orientată dinspre punctul curent al 
elicei spre ază. 

5. Formulele lui Frenet. Am obținut mai sus formula (14) 


d? Tt 


— == — y 


ds R 


Vom stabili formule analoage pentru derivatele — în raport cu arcul s— 
ale versorilor V și B ai normalei principale și binormalei în punctul curent M 
al curbei C, reprezentati de ecuaţia (10). 


dy 
Derivata 2 T fiind perpendiculară pe 5, vectorii 7, p, L sînt coplanari, 


încît putem pune 
dy “aa =: 
= À 
ds PHPO 
A şi u fiind scalari. 
De aici, înmulţind scalar cu 7, deducem 


— dv 
+= AA 


S | 
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Derivînd însă relaţia | 


75 =0, 
obţinem 
d7? = — dv 
— v qr— =0 
ds F ds i 
de unde, ţinînd seamă de (14), 
d? — 1 
IT — y 5 _ — — e 
R 


Tea ; i . A PR ez a 
Vom nota scalarul u cu T şi-l vom numi torsiune, inversa T a torsiunii 


fiind raza de torsiune în M. 
Avem astfel relația 


d 1. T2 
— = — — T Tor d (1 
= dl ar (15) 
Derivînd acum relaţia 
B=7x5, 
obţinem 
dB dT apăr i, 
w aia A FETAN 
iar de aici, ținînd seamă de (14) și (15), rezultă formula 
daß p e 
peng (46) 
Formulele (14), (15) și (16), pe care le transcriem 
di _ 1 — 
— = —y ; 
ds R 
di 1-= 1 = 
Ea ig, (7) 
d __ 1. 
bd Tr 


care exprimă derivatele versorilor 7, y, B ai muchiilor triedrului lui Frenet, 


constituie formulele lui Frenet. Aceste formule sînt fundamentale în geome- 
tria diferenţială a curbelor. 


Torsiunea, care se mai numește și a doua curbură a curbei, a fost 
introdusă ca un anumit factor scalar în formulele lui Frenet. În paragra- 


ful următor vom da torsiunii o definiţie geometrică, analoagă cu definiţia 
dată curburii. 
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Formula a treia a lui Frenet ne permite să stabilim propoziţia: 

Pentru ca o curbă să fie plană, este necesar și suficient ca torsiunea ei 
să fie identic nulă. 

În adevăr, planul osculator al unei curbe plane fiind planul curbei, 
versorul $ al binormalei are direcţia constantă (perpendiculară pe planul 


curbei), încît Că = 0. Din a treia formulă a lui Frenet rezultă d = 0. 


“Reciproc, dacă —= 0, din a treia formulă a lui Frenet obţinem 


L 
7 


ceea ce înseamnă că vectorul B este egal cu un vector constant fo: 


SS B = Po. 
Înmulţind scalar cu 7 şi ţinînd seamă că fr = 0, deducem 
` BoT = 0, 
adică 
= dF 
~= 0 
Bo z ? 


de unde, prin integrare, obținem ecuația vectorială | 


FBo = p, (p = const) 
a unui plan. 

Vectorul de poziție F al punctului curent al curbei verificînd ecuaţia 
unui plan, curba este plană. 

În cazul unei curbe plane, formulele lui Frenet se scriu 

d 1 = dv E i i 
ei Me na (18) 

6. Cercul osculator. În paragraful 8, cap. II, am determinat centrul și 
raza cercului osculator al unei curbe plane. 

Tratăm acum aceeași problemă pentru o curbă în spaţiu C, dată prin 
ecuaţia 

F = F(s), (19) 
parametrul fiind arcul s. l i 

Un cerc oarecare, în spațiu, poate fi obținut ca intersecția unei sfere 
cu un plan. Vom considera că planul trece prin centrul sferei. În acest 
caz, raza cercului este egală cu raza sferei. 

Indicînd prin Fo vectorul de poziție al centrului sferei, prin p raza, 
prin ă vectorul director al normalei unui plan care trece prin centrul sferei 
şi prin Ë vectorul de poziţie al punctului curent pe sferă şi în plan, ecuațiile 
cercului comun sferei și planului sînt 


(R — 7)? = e, 


(B —rR)ā= 0. (20) 


Teoria curburii curbelor 174 


Cum în prima ecuație (20) — a sferei — intră patru parametri: com- 
ponentele vectorului de poziție al centrului și raza, iar în a doua ecuație 
(20) — a planului prin centrul sferei — mai intră doi parametri: rapoar- 
tele a două din componentele vectorului director al normalei la plan, către 
a treia, înseamnă că familia de cercuri reprezentată de ecuaţiile (20) depinde 
de șase parametri. i 

n consecință!, cercul osculator într-un punct (regulat) al unei curbe 
în spaţiu are, în general, un contact de ordinul doi cu curba. 

Cercul osculator în punctul M al curbei C, al cărui vector de poziţie 
este F(s), este deci determinat de sistemul format din ecuaţiile obținute 
înlocuind, în (20), pe R prin F(s), şi din ecuaţiile ce se deduc prin deri- 
varea acestora de două ori în raport cu s: 


(F — Fo)? = p?, (F — Fo) ā = 0, 
(F — R) F7 = 0, az = 0, (24) 
(P — Fo) Y + R = 02, āy = 0. 


În virtutea ultimelor două ecuații (24), din dreapta, planul cercului 
osculator este planul osculator în M (deoarece vectorul ă este perpendi- 
cular pe tangenta și normala în M, conţinute în planul osculator). 

n ceea ce priveşte ecuaţiile din stînga, a doua ne arată că centrul 
cercului osculator este situat în planul normal în M, deoarece vectorul 
de poziţie Fo al centrului verifică ecuaţia planului normal 


(E —7)7=0. 
Deci centrul Q al cercului osculator estesituat pe normala principală în M. 
Avem astfel 
M Q = Fo —F = AV. 
Valoarea scalarului à o determinăm din a treia ecuație din stînga, 
unde înlocuim pe F — Fo prin — Av. Obţinem imediat 


à = R, 


încît poziția centrului cercului osculator, pe normala principală, este pre- 
cizată de relația 


o= F+ RY. (22) 


În virtutea acestei relații, și cum dẹ altfel rezultă și din prima ecuație 
(21), raza cercului osculator este egală cu raza de curbură: 


p = R. (23) 


Datorită acestui fapt, cercul osculator și centrul acestui cerc se mai 
numesc respectiv cerc de curbură şi centru de curbură. 


1 Avem 2n+2=6, deci n=2. 


3 Am ţinut seamă de relaţia = = 7 şi de prima formulă a lui Frenet 
8 
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Dacă tangenta în M este staționară, curbura în M este nulă, deci raza 
de curbură este infinită. Cercul osculator degenerează, în acest caz, în 
tangenta în M. 

În cazul cînd curba C este plană, planul osculator este planul curbei, 
iar normala principală coincide cu normala. Ecuațiile (21) din stînga 
determină cercul osculator în punctul M al curbei plane C. A doua ecuaţie 
exprimînd că centrul acestui cerc este situat pe normala în M, poziţia 
centrului: și raza sînt date de relaţiile (22) și (23). 


$ 12. Torsiunea unei curbe $ 


6 7. Definiția geometrică şi calculul torsiunii. Fie o curbă C, dată prin 
ecuația (10) și, pe această curbă, două puncte apropiate M și M’. 

-—- În cazul cînd curba este plană, binormalele în M și M’ sînt evident 
paralele (perpendiculare pe planul curbei). 

Dacă însă curba nu este plană, unghiul (pozitiv) ņ al binormalelor 
în M și M', egal cu unghiul planelor osculatoare în M și M’, măsoară 
deviația pe care o suferă binormala cînd punctul curent descrie arcul regu- 

lat MM’, datorită faptului că arcul MM’ iese din planul osculator în M. 
Fie s şi s' lungimile arcelor MoM şi MM’, Mo fiind originea arcelor 
pe curbă.. 

Pentru a măsura rapiditatea cu care arcul se depărtează de un arc 
de curbă plană, considerăm raportul PESTI aaa unghiul și lungi- 
mea |s'—s| a arcului MM’. 

Vom arăta că valoarea absolută a torsiunii, care a fost definită — în 
paragraful precedent — ca un anumit factor scalar în formulele lui Frenet, 


este egală cu limita raportului cînd —- n „cînd s'>s: 


|s'—s 


| A 

B = lim n 3 
T | s—s|s'—s| 
fi 


ind versorii binormalelor în M și M', avem 


În adevăr, B(s) și B(s’) 
sin = |B (s) x B(s’) | = 1 B(s) x [B(s) — B (s)] l, 


și deci 

N Sina n lo eea. 
|s*— s| “sing | —s] sin % te) s’ — 8 

Deducem 

: „Ra =, . Bls—Bi = 37 
lim A = lim = $ B(s) X limf —8l6) B(s) =|g XxX aR’ , 
sa s|s —s| ses sin : ss 8 — sS i ds 
. : dB i A 
și cum derivata d este perpendiculară pe versorul 6, rezultă 
lim —— 


zl 


s asl —s]| 7 
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Însă, în virtutea celei de-a treia formule a lui Frenet, avem 
zl 
d| IT 


lim 2 — 4 i 
s'+s|s —s]| T 
' ceea ce voiam să demonstrăm. 

Pentru calculul torsiunii, plecăm de la a treia formulă a lui Frenet. 
Înmulţind scalar ambii membri ai acestei formule cu 5, obţinem formula 


încît 


Lea. (24) 
În virtutea formulei (13), 
în d?F 
y = R—, 
dg? 
avem 
- E 2): 


Derivînd în raport cu s, obținem 


ae e ak fuf dp R fë dF), 
x nur) T X Tl 


Deducem, din (24): 


B 2 2 27 [dF z 
= zy pA fi Aa a: 
ds ds 


F “de ds? ds ^ ds? ds? 
Însă 
Hp 2) = (3 = 0, 
ds? (ds ds ds \ds? ds? 
ds? | ds ds? ds \ ds? ds? 


dF d?F dF 


aa ' 


astfel încît obţinem 


í LZR 
T 


o — 


ds ds? ds 
Ținînd în sfîrșit seamă de formula (2), obținem formula 
dF d?F d'F 


_ las dè de l | (25) 


dř d?F\2 
— X — 
(z aa] 


(2 d?F =] 


L 
T 


care exprimă torsiunea în punctul curent al unei curbe, cu ajutorul primelor 
trei derivate — în raport cu arcul s — ale vectorului de poziţie al punctului. 
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Putem exprima torsiunea cu ajutorul derivatelor vectorului de poziţie 
în raport cu parametrul . 


Avem 
d? — dr di 
ds did. 
d?F d?F (di:2 dF d2i 
a ee 
ds? t? \ ds di ds? 
dF |dij8 2t dř 
= a [5] E EL APEL at, 
ds? ds? | ds ds? ds ds? di ds? 


deci 


dF EP dt 3 (di , dF 
(2) (as * a) 


precum și 
dF dF i — E j dF ËF =) 
mer aa |baz bă 
ds 


ds ds2. ds’ dt di dë 


încît din (25), indicînd prin accente derivatele în raport cu ţ, obținem 
formula | 


__ (ppm) 
xp” (26) 


T 

T 
de aceeași formă cu (25), care exprimă torsiunea în punctul curent al unei 
curbe cu ajutorul primelor trei derivate ale vectorului de poziţie F al 


punctului, funcţie de parametrul ?. 
Ținînd seamă că avem 


Zx E = q+ B? + C2, 
unde . 

A=yz—z'y", B= za —a'z, = g'y”— y'r”, 
precum și | 


£ 
dF dF dF) _ 
(a dt? aa] 


din (26) rezultă formula 
x’ y g 
g” y” g” 


= a" y” g” (27) 


1 
T AÆFBEpO 
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Observaţii. I. Am văzut că o curbă este plană, dacă (și numai 
dacă) torsiunea ei este nulă. Ținînd seamă de expresia (26) a torsiunii, de- 
ducem că, pentru ca o curbă să fie plană, este necesar şi suficient să avem 


relația 
(F'7"7”) = 0. 
Această condiţie a mai fost obţinută anterior! pe altă cale. 
II. Formula (27) se poate scrie 
1 _ Ar” + By” + Ca” 
T A? + B? + C? 
Aplicaţie. Să se calculeze torsiunea elicei circulare. 
Vectorul de poziţie al punctului curent al elicei fiind | 
F = acosti +asint] + btk, 
avem i A _ 
= —asinti + acost] + bă, 
F" = — a costi — a sint], 
F” = a sinti — a cost], 
de unde rezultă 
F’ X F" = ab sin ti — ab cost] + a2k, 
|r" X r”] = aa + d, 
precum și l 
(F' P” F”) = (F' X F”) F” = (ab sinti — ab cost j + a2k).(a sin ti — a cos tJ), 
(F' F” F”)= a2b. 
Deducem 


— E D ———— 
= . 


T î XF")  a2(a24- b?) aè + b? 

8. Interpretarea geometrică a semnului torsiunii. Spre deosebire de 
curbură, care este — prin definiție — nenegativă, torsiunea într-un punct 
al unei curbe în spațiu C poate fi pozitivă , negativă sau nulă. 

În virtutea formulei (25), torsiunea într-un punct M — cu tangentă 
nestaționară — al curbei C este nulă dacă și numai dacă planul osculator 
în M este staționar. 

Dacă torsiunea în M este diferită de zero, semnul ei este același cu 
semnul produsului mixt (F' 7” F”). 

Cum acest produs este pozitiv sau negativ după cum triedrul format 
de vectorii F’, F”; P” este orientat sinistrorsum sau dextrorsum, deducem. 
propoziţia: 


iv. cap. ÍI, § 7, 8. 


2 
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Torsiunea într-un punct — cu plan osculator nestaționar — este pozitivă 
sau negativă după cum triedrul format de vectorii F', 7”, F” este orientat 
sinistrorsum sau dextrorsum. 

Ulterior (§ 14) vom vedea că semnul torsiunii într-un punct dă unele 
indicații în ceea ce privește mersul curbei în vecinătatea acestui punct, 
în raport cu planul osculator. 

9. Indicatoarea sferică a binormalelor. Fiind dată curba C, prin ecua- 
ţia (10), să ducem, prin originea O a axelor de coordonate, un vector B, egal 

? cu versorul f albinormalei în punctul curent M 
al curbei. | 

Cînd M descrie curba, extremitatea vecto- 
rului 6, descrie o curbă situată pe sfera de rază 
unitate cu centrul în O, numită indicatoarea 
sferică a binormalelor curbei C (fig. 52). 

Considerînd ca parametru pe indicatoare 
arcul s al curbei C și îndicînd prin s, arcul 
indicatoarei; avem, în virtutea celei de-a treia 
formule a lui Frenet, 


|r|- 
île 


e — | = dsı 
Putem deci spune: 


Valoarea absolută a torsiunii unei curbe în spaţiu este egală cu valoarea 
absolută a derivatei arcului indicatoarei sferice a binormalelor în raport cw 
arcul curbei. 


dı | = 


$ 13. Ecuaţii intrinseci ale unei curbe 


10. Invarianţii unei curbe. Faptul că atît curbura cît și torsiunea într-un 
punct al unei curbe au fost definite prin proprietăţi geometrice, nedepin- 
zind de sistemul de coordonate la care este raportată curba, înseamnă că, 
dacă schimbăm sistemul de coordonate, 
curbura și torsiunea nu se schimbă: curbura 
și torsiunea sînt invariante faţă de o schim- 
bare de coordonate. 

Exprimăm acest fapt spunînd că curbura 
şi torsiunea sînt invarianţi (scalari ) ai curbei. 

Se poate arăta aceasta și prin calcul. 

În adevăr, fie M punctul curent al 
curbei C, raportată la un sistem de axe 
Oxyz, şi F(t) vectorul de poziție al lui M. 
Luînd alt sistem de axe O*r*y*z*, fie F*(t) 
vectorul de poziție al aceluiaşi punct M 
față de noul sistem (fig. 53). 
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e i e a 
TESS 


Oricare ar fi poziția lui M pe curbă, cei doi vectori F şi 7* sînt legați 
prin relația 


r = 00* + F*. 


Derivînd această relație în raport cu t şi ținînd seamă că vectorul 00* 
este constant, obținem | 
dF dř* dF d'7* d'F d'r* 


dt © ai! di d daB dae 


j e. è o 


Aşadar, derivata de un ordin oarecare a vectorului F este egală cu derivata 
de acelaşi ordin a vectorului F*. 
Altfel spus: 


Derivatele vectorului de poziţie F al punctului curent al unei curbe sînt 
invariante faţă de o- schimbare de coordonate. 


Curbura depinzînd de primele două derivate, iar torsiunca de primele 
trei derivate ale vectorului F, rezultă că și curbura și torsiunea sînt invariante 
față de o schimbare de coordonate. 

Așadar, curbura pentru o curbă plană și curbura și torsiunea pentru 
o curbă în spaţiu exprimă proprietăţi intrinseci ale curbei, nelegate de siste- 
mul de coordonate. 

Mai mult, vom arăta că, dacă sînt date expresiile curburii și torsiunii 


Ž = F(s), 3 = Gt), (28) 
funcţii derivabile de arcul s, F(s) fiind nenegativă, curba este determinată, 


abstracție făcînd de poziţie. 
De aceea ecuaţiile (28) se numesc ecuaţiile intrinseci sau ecuaţiile naturale 


ale curbei. 


Problema determinării unei curbe C, dată prin ecuaţiile ei intrinseci, 
revine la determinarea vectorului de poziţie F(s) al punctului curent al curbei. 


11. Determinarea unei curbe plane prin ecuaţiile intrinseci. 'Torsiunea 
unei curbe plane C fiind ai ecuaţiile intrinseci sînt de forma 


SE, = F(s), $ = 0. (29) 


R 

Fie ọ unghiul tangentei în Eau curent M al curbei cu axa Oz. 
Avem! 

de 1 

SE teny 

ds R 

adică, ţinînd seamă de (29): 

de 

— = F(s). 

2 — Fls) 


1 Formula (9), $ 10, 1. 
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Deducem ` 


g = f Fle) ds + qos | (30) 


unde Q este o constantă. 
x re d? A . 
Componentele = şi 7 ale versorului 7 = FA al tangentei (cosinusu- 
8 
rile directoare ale tangentei) sînt date de formulele! 


dy 


di cos = sin 
FR 9, ds Ọ, 


de unde obținem 
8 8 
x = | coso ds + to, y = f sing ds + Yo 
9 ò 


Zo; Yo fiind constante. 
Dacă punem 


O = f F(s) ds, 
9 
avem, în virtutea formulei (30), 


S 8 8 S 
$ coso ds = f cos (® + po) ds = cos go f cos ® ds — sin ọọ f sin O ds, 
0 0 0 0 


8 8 s s 
f sin e ds = f sin (® + po) ds = sin g, f cos ds + cos ọg Í sin O ds. 
d 0 0 0 
Punînd apoi 
s s 
X =Í cos ds, Y =fsinðds, (31) 
d ò 


obținem în definitiv 
z = X cos po — Y sin ọọ + 2%; 


y = X sin 9 + Y cos 9o + Yo- (34) 

Formulele (31) constituie ecuațiile parametrice ale unei curbe Co, iar (32) 
ecuațiile parametrice ale unei curbe C, și observăm că (32) se deduc 
din (34) printr-o transformare de coordonate (o translație de componente 


20 Yo Şi o rotație în jurul originii de unghiul ọọ). Altfel spus, punctul curent 
(x, y) al curbei C se obţine din punctul curent (X, Y) al curbei Co printr-o 


1 Aceste formule sînt consecinţe imediate ale relaţiilor 7i = cosọ, 7j= 


= cos (Ze) = sing 
= ; 
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deplasare, deci întreaga curbă C se obține din curba Cy printr-o depla- 
sare. Constantele 20, Yo, Po fiind însă arbitrare, înseamnă că (32) repre- 
zintă o triplă infinitate de curbe C (o familie de oo? curbe), oricare din 
aceste curbe obținîndu-se din una din ele, de exemplu din curba Co (care 
corespunde valorilor zo = Yo = o = 0), printr-o deplasare. 

Aşadar: 


Există oo? curbe plane peniru care curbura este o funcţie dată de arcul s, 
oricare din aceste curbe obţinindu-se printr-o deplasare din una din ele. 


Altfel spus: 


Abstracţie făcînd de deplasări, există o singură curbă plană pentru care 
curbura este o funcţie dată de arcul s. 


Aplicaţii. I. Să se obţină ecuaţiile intrinseci ale spiralei logarit- 
mice, reprezentată de ecuaţia polară 


p = ad”, 


Găsim uşor că arcul s, de la pol (punctul asimptotic al spiralei logarit- 
mice) la punctul curent, este dat de formula 


ye aVi F ha — Ti+ 
Se h ilie h P» 


iar raza de curbură de formula 


R = a YI + hehe = p Y1 F k. 
Prin urmare ecuațiile intrinseci ale spiralei logaritmice sînt 


Reip 0: 
T 


1 Fie M(X’, Y’) poziția lui M, (X, Y) după rotația de unghiul q, în jurul lui O 
(fig. 54), M(z, y) poziția lui Mo după translația de componente za, Yo, Fie de ase- 
menea No proiecția lui Mg pe Osv. O dată cu Mp, să rotim întreg triunghiul ONoMg şi 


fie No poziţia lui Nọ după rotația e. 


Proiecţia — pe una din axe — a segmentului OM, este egală cu suma proiecţiilor 
segmentelor ON; şi NM. Cum apoi ON, = X, NM; = Y, deducem 


| X’ = X cosgo + Y cos (Æ + go) = X cos gp — Y sin qo, Y 


Y’ =X cos (5 — 2) + Y cos pp = X sin Qo + Y cos. 


Ținînd apoi seamă că avem 
æ = X’ + to Y = Y’ + Yo 
deducem în definitiv formulele 


z = X cos po — Y sin Qo + To, 


y = X singa + Y cos Qo + Yo 


12* 
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În virtutea propoziției demonstrate mai sus, deducem că toate curbele 
care au drept ecuaţii intrinseci ecuaţiile obţinute sînt spirale logaritmice 
egale cu spirala logaritmică dată. 

II. Să se determine curba ale cărei ecuații intrinseci sînt 


Avem 


? 


ds a +s? 


încît, neintroducînd constantă de integrare și nescriind limitele integralei, 


=— nd = arct A 
P laa Sa 


Deducem 
s=atgq, 
de unde 
P a dọ , 
cos? e 


Pentru obținerea coordonatelor punctului curent al curbei căutate, 
utilizăm formulele 
æ = Í cosọds, y = f singds. 


Ca şi pentru calculul unghiului, nu mai introducem constante de integ- 
rare, deoarece vrem să obținem o singură curbă din familia de co? curbe 
egale, pentru care curbura este dată. Avem astfel 


de 


cos ọ 


z = ( cosọ ds = af = a log tg ($$) 


y = [sin e ds = a| Am = a 


cos? ọ cos Ọ 


Deci curba căutată are ecuațiile parametrice 


i T 9 
= ie | — — — |; = 


cos e 
Deoarece 
1—tg | cos & — sin | 
tg = 2)= , 2 2 __  cosọ 

USEE a ES =a] 

4 ` . 

+ 2 1+tg cos L + sin & tang 
2 2 3: 

ecuaţiile parametrice obţinute se mai scriu 

| cos ọ a 


y = 


z = a log 
i | + sing” Y cos ọ 
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Putem obţine ecuaţia curbei, eliminînd pe ọ între ecuaţiile parametrice. 
Pentru aceasta, observăm că ecuația care exprimă pe z se mai scrie 


cos e 
1 + sing 
De aici, ridicînd la pătrat și ținînd seamă de ecuația care exprimă pe y, 
obţinem ecuaţia 


E A 
Yy = ag + e , 


care reprezintă curba plană căutată, numită lănțișor. 


12. Determinarea unei curbe în spaţiu prin ecuaţiile intrinseci. În pro- 
blema determinării unei curbe în spaţiu prin ecuaţiile ei intrinseci, inter- 
vine, cum vom vedea, un sistem de ecuaţii diferenţiale de primul ordin, lini- 
are și omogene, de forma 


dă 

= AY + BZ, 

= = — AX + CZ, (33) 
M — —Bx—CY, 

ds 


unde coeficienţii. A, B, C sînt funcţii continue (într-un anumit interval) de 
variabila s. 

ı „ Potrivit teoriei sistemelor de ecuaţii diferenţiale, sistemul (33) admite 
o singură soluție (X, Y, Z), constituită din funcţii continue și derivabile de 
variabila s, care, pentru o anumită valoare a lui s, de ezemplu pentru s = 0, 
iau valorile (X°, Yo, Z0), date dinainte după voie. 

Amintim de asemenea că soluţiile sistemului (33) se bucură de două 
proprietăți remarcabile: 


a) O soluţie (X1, Yu, Zi) a sistemului (33) verifică relaţia 
X2 + Y24+Z2= const. 


În adevăr, (X,, Yı, Za) fiind o soluţie a sistemului (33), avem relaţiile 
(identități în s) | 


dă 

ra = AY, + BZ,, 
dY 

~ = — AX, tzi, 
dZ 

Pa = — BĂ, = CY, 
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Înmulţindu-le, respectiv, cu X}, Yu, k j adunînd, obținem 
dĂ AY 
Xx, z + Vi sa z% = Ù, 
ds 
adică 
1 d 9 > 2 
7u (ăi +Y;+Z)=0, 
de unde, prin integrare, rezultă relaţia din enunţ. 
b) Două soluții (X1, Yı, Zu), (X2, Y2, Za) ale sistemului (33) verifică 


relația | 
XX, + YY: + ZZ = const. 
În adevăr, (X,, Yı, Zi), (X2, Yə, Za) fiind două soluții ale siste- 
mului (33), avem relațiile 


1 AY, + BZ,, = AY, + BZ, - 
i, — AX, + CZ, = — AX, + CZ, 
dZ | dZ 

x > Bă CY, iii ia 


Înmulţind relaţiile din stînga, respectiv, cu Xz, Yz, Ze, iar pe cele din 
dreapta cu X,, Y,, Z., şi adunînd, obținem 


E d Et nosna na Fă na =o 
adică 
Z (XX, + Yı Y: + ZZ) = 0, 
de unde, integrînd, obținem relația din enunţ. 
Fie (X4, Y}, Zi) (Xa, Ya, Za), (Xa, Ya, Za) trei soluții ale sistemului (33) 


și (X9, Yo, Z0), (X2, Y2, Z$), (X$, Y$, Z9) valorile inițiale, corespunzătoare 
valorii s = 0. Potrivit proprietăților a) și b) avem: 


X? + Y? + z? = const., XX + Y 1Ya + AA = const., 
Xz + Ya + z? = const., Xa + YY} + Zi Za = const., 
X3 + Y; + Z2 = const. XX; + YY; + ZZ = const., 


aceste relații fiind verificate pentru orice valoare a variabilei s, în parti- 
cular pentru s = 0. 
Putem însă alege valorile inițiale astfel încît acestea să verifice relațiile 


(0-4 (Y9)? + (Z9 = 1, (X9)? + (Y2)? + (29)? = 1, (X9)? + (Y9)2+ (29)? = 
XXL YVIY + ZI70 = 0, X?X8+ YPY? + ZIZ = 0, X$X9+ Y2Y? + 20700, 
Nu avem, pentru aceasta, decît să alegem (X? PL), (X2, Y2, Z3), 


(X9, Y3, Z9) egale respectiv cu componentele a trei vectori unitari, ortogo- 
nali doi cîte doi. . 
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* Valorile inițiale fiind astfel alese, rezultă că soluţiile (Xo Yı, Zi); 
(X2, Ya, Za), (Xa, Ys, Zs) verifică ele însele relațiile 


Xi + Yi + Z = 1, X + Y +Z [1 X + Y +I, 
Xa + YY, + ZZ — 0, XX3 + Y, Ya + ZıZ;=0, XX3 + Y Y3+ZZ;=0. 
Cu aceste pregătiri, să revenim la problema determinării curbei în spațiu 


pentru care curbura și torsiunea sînt două funcții date F(s) și G(s). 
În acest scop, vom considera formula 


dp __- l 
de = T, > (34) 
precum și formulele lui Frenet 
di 141, dy 1- , iz 1 = 
onha rn a a dr “iii a (35) 


unde 7, V, B sînt versorii tangentei, normalei principale și binormalei în 
punctul M, al cărui vector de poziţie este F., 


Formulele (35), în care = şi sînt funcţiile date F(s) și G(s), F(s) 


fiind nenegativă, constituie i stia de ecuaţii diferenţiale (vectoriale) 


de primul ordin: În raport cu versorii 7, v, 5, care permite determinarea 
acestor versori. 


În adevăr, notînd cu z, y, z coordonatele lui F și cu (a, B, y), (a, B', Y’), 


(a, B”, y”) componentele versorilor! 7, Y, 6, formulele (34) și (35) sînt 
echivalente cu formulele 


dz d dz i 
panoa Ku (36) 
da a’ dẹ Bp’ dy y’ 
— = —; — = — 1 — = — 
ds R d R d R 
da’ _ 2 ar” dB’ B „a pot Y n dă 
ds RUT e ao ds RET’ (37) 
da” __ a daB” B dy” _ yY’ 
PEE e E ape le E A 
ds T ds T ds T 
Formulele (37) ne arată că («, «', a”), (B, B’, B”), (Y, Y's y”) sînt trei so- 


luții ale sistemului de ecuații diferent tiale de primul ordin, liniare și 
omogene, 


dX Y dY X Z dZ Ys 
a ot, (38) 
ds R ds R T ds T 

care este de forma (33), unde A = za B = 0, C= È. 


1 Aceste componente sînt cosinusurile directoare ale tangentei, normalei principale 
şi binormalei. 
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Din cele stabilite despre sistemul (33), rezultă că putem determina trei 
soluţii (a, «', 4”), (B, 6’, 6”). (Y; Y’, Y”), ale sistemului (38), care să verifice 
prin urmare relaţiile (37), astfel încît să avem 

a +a? ta" =i, BHE? PH? +y” =i, 
af + aB’ + ap” = 0, ay + a'y’ + ay” =:0, By + BY’ + By” = 0. 

Aceasta înseamnă că vectorii 

ü = ai +a'j +a'k, =Bi +B] + Bk, w= yi + yj +y”k 
formează un triedru tridreptunghic și aceeași proprietate au vectorii 
Pai +p] + yk, =i +p] +y'k, B= ai +B] + y"k, trie- 
drele RDW şi TVB avind aceeaşi orientaret, poziţia iniţială To Vo Bo a lui 
7V 6 — în raport cu axele de coordonate — putînd fi aleasă după voie. 
Vom alege vectorii 7o, Yo, Bo astfel încît triedrul o Vo Bo să fie direct (orien- 
tat sinistrorsum). 

Vectorii 7, V, B, astfel determinaţi, constituie o soluţie a sistemului (35), 
corespunzătoare valorilor iniţiale 70, Vo, fo. Variația poziţiei tiedrului 7 V 6, 
cînd s variază, este bine determinată, la fiecare valoare a lui s corespun- 
zînd un singur triedru tridreptunghic bine determinat, orientat direct?. 


1 În adevăr, vectorii ü, 5, î fiind unitari şi formînd un triedru tridreptunghic, 
fie č, 1, G, componentele lui : în raport cu triedrul Z ð ©. Avem deci 
i = Ea + në + tă, 
de unde, înmulţind scalar succesiv cu_£, d, ©, obţinem 
dă=E, i= i= v. 
Însă, din relaţiile care exprimă pe î, 3, ©, deducem 
id=a, ð= hB, i=y, 
deci 


încît 
i = aū -+ B + yō 

şi asemănător 
| j= «n+ a+ yT, k= arat Bo + yo. 

În consecință, vectorii 

T= ai +B] +Hyk, v= tpj +k, B= ari tpj tyk, 

ale căror componente față de triedrul i j k sint egale, respectiv, cu componentele vecto- 
rilor f, J, k faţă de triedrul & ð ©, sînt unitari şi formează un triedru tridreptunghic. 

Cum apoi 

ax a” | 


(asm =| BB B” |= (738), 
na e 
triedrele 20 şi 7 VB au aceeaşi orientare. 


d, SE În virtutea continuității soluţiei 7,%,Ba sistemului (35), triedrul 77B nu-şi 
chimbă orientarea. 
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Vom spune că triedrul variabil 7 V ß, ale cărui muchii sînt vectorii 7, V, Ș, 
generează o familie J de triedre tridreptunghice. 

Considerînd o anumită familie J == 7 V B de triedre tridreplunghice 
determinată de sistemul (35), ecuaţia (34) — echivalentă cu (36) — ne dă 
prin integrare 


(39) 


`y 
li 
~y 
=] 

T tUm 
AI 
a 


Vectorul constant (de integrare) Fo fiind ales, ecuaţia (39) reprezintă 
o curbă bine determinată, ce trece prin punctul Mo al cărui vector de poziţie 
este Fo, pentru care arcul este s, iar curbura și torsiunea sînt funcţiile date 
F(s), G(s). Punctul Mọ corespunde valorii s = 0. 

În ceea ce privește familia de triedre J, ea coincide cu familia constituită 
din triedrele principale în punctele curbei. 

Putem deci spune: 


Sistemul (35) determină o singură familie de iriedre tridreptunghice 

= 7 V B pentru care triedrul iniţial (corespunzător valorii s = 0) are o poziţie 

dată, iar ecuaţia (34) determină o singură curbă C, corespunzătoare familiei J, 

care trece printr-un punct dat Mo. Familia formată din triedrele principale în 

punctele curbei C coincide cu familia de triedre J, arcul curbei C este $, iar 
curbura şi torsiunea sînt funcţiile date F(s) şi G(s). 


Fie J o familie de triedre tridreptunghice, determinată de sistemul (35), 
C şi T curbele corespunzătoare, determinate de ecuaţia (34), care trec res- 
pectiv printr-un punct dat Me și prin origine. 
Curbele C şi T sînt egale. 

În adevăr, curbele C și I sînt repre- 
zentate respectiv de ecuaţia (39) şi ecuaţia 


p=f ds. (40) 
0 


Comparînd (39) cu (40), deducem relația 
F = Fo + P, 
care ne spune că punctul curent al curbei C 
se obține prin translația Fọ din punctul 
curent al curbei T, deci curba C se obține 
prin translația Fọ din T, astfel încît ele Fig. 55 
sînt egale (fig. 55). 

Fie acum $ și $, două familii de triedre tridreptunghice, orientate direct, 
date de ecuațiile (35), 3° și J? triedrele inițiale — corespunzătoare valorii 
s = 0 — ale celor două familii, C și C, curbele — determinate de ecua- 
ţia (34) — corespunzătoare familiilor J și 54, aceste curbe trecînd prin 
același punct Mo, corespunzător valorii s = 0. Curbele C şi C, sînt egale. 
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În adevăr, putem da curbei C, o rotaţie în jurul lui Mo, pînă ce trie- 
drul iniţial J? al familiei $, coincide cu triedrul iniţial 90 al familiei F. 
Dar atunci înseamnă, potrivit celor de mai sus, că familia J, este, după 
rotaţie, aceeași cu familia $, de unde urmează că cele două curbe coincid. 

n consecinţă putem spune: 


Abstracţie făcînd de deplasări, există o singură curbă în spațiu pentru 
care curbura şi torsiunea sînt funcţii continue date de arcul s. 


$ 14. Metoda triedrului mobil 


De multe ori este avantajos să raportăm elementele pe care vrem să 
le studiem, asociate unui punct de pe o curbă, la triedrul principal în acest 
punct, drept triedru de coordonate. 

Spunem că utilizăm, în acest caz, metoda triedrului mobil, 


13. Ecuația canonică a unei curbe. Să considerăm o curbă C, pe care să o 
.raportăm la triedrul principal î în punctul regulat Mọ al curbei, drept trie- 
dru de coordonate, tangenta în Mo fiind considerată ca axă Oz, normala 
principală ca axă Oy, iar binormala ca axă 0z. 

Înseamnă că planul z = 0 este planul osculator în M, iazul z=0 
este planul normal, iar planul y = 0 planul rectificant. 

Vom alege ca parametru pe curbă arcul s, originea arcelor fiind Mo. 

Fie F(s) vectorul de poziţie al punctului curent M al curbei, apropiat 
de Mg. Dezvoltînd pe F(s) în serie Taylor, obţinem 


= Z S oa 8? p? 8? Sm 
F= +7 bta o + -y 70 Ho 
unde Fo, Fo Fo, Fose sînt valorile vectorului F(s) şi derivatelor lui pen- 


tru s = Q. 
Insă, cum știm, 


= di 1-a 
= — = = y, 
ds R 
m 1 ge 1 dy 1 ASE 1 — 1 T 
P” =|| y + > H] 7 — —24—B. 
A t Ru (z) R? Tare 


În virtutea faptului că triedrul principal în Mọ este ales drept triedru 
de coordonate, avem 


l, J, k fiind versorii axelor de coordonate. 
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Deducem 
D 2 » 1 = Î a iy., 1 7 
P=, R= FP =— — 1 — — k 41 
> =z "o n PH (41) 
1 , PRIN a, IN d ASS. : i Tont era i A 
unde e A z) reprezintă valorile curburii, torsiunii şi derivatei 


curburii în Mo. 
Obţinem în definitiv formula 


ii e pe [a pi [CON e 


termenii nescriși fiind de ordin superior lui sè, care dă dezvoltarea vectoru- 
lui de poziţie al punctului curent M al curbei, apropiat de Mọ. 
Ordonînd după 2, J, k, dezvoltarea precedentă se scrie 


= [e ati katila rit (at) a 


Ecuația curbei C, scrisă sub această formă, constituie ecuaţia cano- 
nică a curbei. 
Ecuațiile parametrice 


s3 
da Er , 
s? CAA (1)? 
s3 
— 6RT Tn 


constituie ecuațiile (parametrice) canonice ale curbei, în vecinătatea 
punctului Mọ, parametrul fiind arcul s (cu originea în Mọ). 

Se vede din (43) că, dacă curbura în Mo este diferită de zero, deci 
dacă tangenta în M, nu este staționară!, pentru s de ajuns de mic avem y >Q. 
Aceasta înseamnă că, în vecinătatea lui Mo, curba este situală de aceeași 
parte a planului rectificant, anume de partea unde este situat centrul de curbură 
în Mo. 

Dacă și torsiunea este diferită de zero în My, deci dacă planul osculator 
în Mg nu este staționar?, iar s creşte trecînd prin valoarea zero, z trece de 
„la valori negative la valori pozitive dacă T >0 și de la valori pozitive la 
valori negative dacă T<0. În ambele cazuri semnul lui z se schimbă, încît 


1 În adevăr, ţinînd seamă de (41), avem 


k. 


Fo X Fo = A 
0 0 R 


2 Ținind seamă de (41), avem 
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curba traversează planul osculator în Mg. Am regăsit astfel, pe: această cale, 
proprietatea — cunoscută — a planului osculator nestaţionari. l 

Ținînd seamă de ecuaţiile (43), deducem că, în vecinătatea punctu- 
lui Mo (în care tangenta și planul osculator nu sînt staționare), proiecția 
curbei C pe planul osculator în Mọ are ecuațiile 


E TEE = ra) + z=0; (44) 
pi Von! 6 z) dc cutite 
proiecția pe planul rectificant are ecuaţiile 
s5 _ DR 

cil ar +., y = 0, ar a (45) 

iar proiecția pe planul normal are ecuațiile 
2 83 4 ? 
(e pi ee 2 i sia d i 
îi Bi Ea] + j ar ia (46) 


Dacă ținem seama numai de primul termen în dezvoltările lui æ și y 
în (44), proiecția curbei pe planul osculator în M, este aprozimată de curba 
de ecuaţii parametrice 

s2 
Tr = s ? —. | 
Y= FR 
Eliminînd pe s, obținem ecuația 
æ? = 2 Ry. 
Putem deci spune că, în vecinătatea unui punct Mọ al curbei C (în care 


tangenta nu este staționară), proiecția curbei pe planul osculator în Mo este 
aprozimată de o parabolă (fig. 56). 


Fig. 56 Fig. 57 


În mod asemănător, în virtutea ecuaţiilor (45), proiecția curbei pe planul 
rectificant este aproximată de curba de ecuaţii parametrice 


33 
RT 


g =s, 23 = 


1 Dacă vrem să ne dăm seama de comportarea curbei înir-un punct în care tangenta 
şi planul osculator sînt staționare, trebuie să considerăm, în dezvoltarea lui 7 — în serie 


Taylor — şi termenul în si, deci să calculăm derivata A 
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Eliminînd pe s, obţinem ecuaţia 
æ? 
Z = ——— 3 
6RT 
a unei parabole cubice. 

Se vede că, dacă T >0, x și z sînt de același semn (fig. 57), iar dacă 
T<0, z şi z sînt de semne contrarii (fig. 58). 

Așadar, în vecinătatea unui punct Mo al curbei C (în care tangenta şi 
planul osculator nu sînt staţionare), proiecția curbei pe planul rectificant 
este aprozimată de o parabolă cubică, pentru care Mo este punct de infleziune. 

În sfîrşit, în virtutea ecuaţiilor (46), proiecția curbei C pe planul normal 
este aproximată de curba de ecuaţii 


; s? să 
Y= R? IT ERT. 
Dacă eliminăm pe s, obținem ecuația 
3— T 2 
2R? 


care reprezintă o parabolă semicubică, al cărei punct de întoarcere (de prima 
speță) este Mo, tangenta în Mo fiind normala în Mo la C (fig. 59). 


14. Suprafaţa polară. Dreapta polară. Planele normale în punctele unei 
curbe formează o familie depinzînd de un parametru (parametrul în lungul 
curbei). l 

Înfăşurătoarea planelor normale este o suprafață desfășurabilă!, nu- 
'mită suprafaţa polară a curbei. Dreapta caracteristică a. planului normal în- 


Fig. 58 Fig. 59 


tr-un punct regulat al curbei (generatoarea suprafeței polare) se numește 
dreapta polară (sau aza de curbură) a punctului considerat. 

Fie 
(p — 7) =0 | (47) 
ecuaţia planului normal în punctul regulat M al curbei C, F(s) fiind vec- 
torul de poziţie al lui M, 7 versorul tangentei, iar p vectorul de poziţie al 
punctului curent în planul normal. 


1 v, cap. II, $7,8. 
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Dreapta polară este intersecția planului normal cu planul reprezentat 

de ecuația 

G—A5—R=0, (48) 
obținută derivînd ecuația planului normal și ținînd seama de prima for- 
mulă a lui Frenet. 

= Planul normal (47) fiind perpendicular pe tangentă, iar planul (48) 
pe normala principală, rezultă că dreapta polară este paralelă cu binor- 
mala, deci perpendiculară pe planul osculator. 

Fie P punctul curent al dreptei polare (fig. 60). În raport cu triedrul 
lui Frenet în M, componenta pe tangentă a vectorului MP este nulă, deoa- 
rece MP este situat în planul normal. Indicînd prin u și v componentele 
lui MP pe normala principală și binormală, avem 

MP = $ —F = uv + ob, 
încît (48) devine 
(ud +vß)y—R=0, 
de unde obținem u = R. 
nseamnă că dreapta polară înţeapă planul osculator în centrul de 


curbură Q (centrul cercului osculator în M). De asemenea, ecuaţia dreptei 
polare este 

| p =F + Rọ +ovB. (49) 

Ecuația (49) reprezintă totodată ecuația vectorială a suprafeței polare, 
parametrii fiind arcul s (al curbei C) și v. 

În cazul cînd curba C este plană, dreptele polare, perpendiculare pe 
planul curbei (care este planul osculator), generează un cilindru, tăiat de 
planul curbei după locul centrelor de curbură. 

Pentru a obține muchia de întoarcere a suprafeței polare, care este 
înfășurătoarea dreptelor polare, considerăm de asemenea ecuația obținută 
prin derivarea ecuației (48): 


care se mai scrie, în virtutea celei de-a doua formule a lui Frenet, 


ds 


-— [ù 12,173) dR 
Gren +z8)- , 
sau, în virtutea ecuației (47), 
ăi ERS dR 
(esp d de (50) 
Ținînd seamă de (49), din (50) deducem 
daR 
Fig. 60 ya To, 
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încît ecuația vectorială a muchiei de întoarcere a suprafeţei polare, care 
exprimă vectorul de poziţie al punctului caracteristic (punctul de contact 
cu muchia de întoarcere) al dreptei polare, este 


p =F R5 + TG. (51) 


15. Sfera osculatoare. În ecuaţia generală a unei sfere 
(P — Fo)? — Ri = 0, (52) 


unde P este vectorul de, poziție al punctului curent al sferei, intră patru 
parametri: componentele vectorului de poziție Fo al centrului sferei și raza Ro. 
Înseamnă că sfera osculatoare în puncit regulat M al curbei C are (în general) 
un contact de ordinul trei cu C. 

Potrivit teoriei generale a sipraletelor osculatoare, sfera osculatoare 
este determinată de ecuația ce rezultă înlocuind în (52) pe p prin vectorul 
de poziţie AC ), al lui M, și ecuaţiile obţinute din aceasta derivînd succesiv 
de trei ori în raport cu s. 

Ținînd seamă şi de formulele lui Frenet, deducem că ecuaţiile care 
determină sfera osculatoare în M sînt 


(F—70)7=0, 
(F — F) Y+ R=0, (53) 
tne rrea T 


Potrivit celei de-a doua ecuații (53), centrul Qg al sferei osculatoare 
este situat în planul normal în M, deci componenta pe tangentă — în raport 


cu triedrul principal în M — a vectorului M Q, este nulă. Indicînd prin u 
și v componentele lui M Q, pe normala principală și binormală, avem 


MQ, = Fo—F=uy + 75. 
În consecinţă, din ultimele două ecuaţii (53) obţinem 


zR rst, 
ds 


încît vectorul de poziţie Fo al centrului sferei osculatoare în M este dat de 
formula 


r =P + RY + TËR, (54) 


Comparînd (54) cu (51), deducem că centrul sferei osculatoare este punc- 
i = CATORIRDS io al dreptei polare, situat pe dreapta polară la distanţa 


ra de centrul de curbură Q, și, ca urmare, intersecţia sferei osculatoare 


` cu planul osculator este cercul osculator (cercul de curbură). 
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În sfîrşit, ţinînd seamă de (54) în prima ecuaţie (53), sau aplicînd teo- 
rema lui Pitagora triunghiului dreptunghic M Q Qg, deducem că raza Ro 
a sferei osculatoare este dată de formula 

R=R2+ 72 (2). (55) 
ă 

Formulele (54) și (55) ne permit să găsim condiţia pentru ca o curbă 
în spaţiu să fie sferică (situată pe o sferă). 

În adevăr, din aceste formule obţinem 


-a TETRIS Je, 


dR? _ } dR d ip AR], 
Er Laki r] 


de unde rezultă că, pentru ca sfera osculatoare în punctul curent al unel 
curbe în spațiu să aibă centrul fix și raza constantă, este necesar și sufi- 


cient să avem relația 


(56) 


d dR 
R + to S) S; (57) 
Sfera osculatoare fiind fixă (cu centrul fix și raza constantă), înseamnă 
că toate punctele curbei în spaţiu aparţin acestei sfere, deci curba este sferică. 
Avem deci propoziţia: 
Relaţia (57) constituie condiţia necesară și suficientă pentru ca o curbă 
în spațiu să fie sferică. 
Din a doua relaţie (56) se vede că raza sferei osculatoare este constantă 


vy e] kd {v o s “A dR °- s e 
(fără ca totodată centrul sferei să fie fix) și în cazul cînd ella 0, adică atunci 
s 


cînd curba are raza de curbură (deci şi curbura) constantă. O astfel de curbă 
se numește cerc sirimb. În virtutea formulei (54), centrul sferei osculatoare 
a unui cerc strimb coincide cu centrul cercului osculator, deci raza sferei 
osculatoare este egală cu raza cercului osculator. Un exemplu de cerc strimb 
îl constituie elicea circularăl. 

Aplicaţie. Să se afle locul centrelor sferelor osculatoare ale elicei 

F = acosti + asint] + btk. 

Elicea fiind un cerc strîmb, locul centrelor sferelor osculatoare este 
același cu locul centrelor de curbură. 

Ştim apoi că raza de curbură și versorul normalei principale a elicei 
considerate sînt date de formulele? 

a? + b? 
R= 2t 


a 


, Y = — cos ti — sint j. 


1 În adevăr, curbura elicei _ 
F= acosti 4 asintj -+ btk 
este (cum am văzut în $ 10, 1, aplicaţia II) 


2v, § 14, 4. 
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TI 


“În virtutea formulei (54), vectorul de poziţie al centrului sferei oscu- 
latoare (același cu centrul de isi este ză 


= F + Ry, 


adică, făcînd calculul, 


b? 7 E = 
Fo = — — costi — — sint] + btk. 
a a 


Prin transformarea de parametru 


t= t* 4r 
(o rotație de 180° în jurul axei 0z) şi prin translația (în lungul axei 0z) 
z = zk + br, 


ecuația precedentă devine 


p2 
Fo = — cos i*i + £ — sint j + b*k. 
a 
Deci locul centrelor sferelor osculatoare ale elicei date este o elice cu ace- 
lași pas ca și elicea dată, situată pe un cilindru de rotaţie în jurul axei 0z, 
2 
de rază —. 
a 
16. Evolute. a) Curbe plane. Tangentele la o curbă — plană sau în 
spaţiu — constituie o familie de drepte depinzînd de un parametru (para- 
metrul ales pe curbă), a cărei înfășurătoare este, evident, curba însăși. 
l . Normalele unei curbe plane constituie de asemenea o familie de drepte 
depinzînd de un parametru, a cărei înfășurătoare se numește evoluta (sau 
desfäşurata) curbei. 
! Pentru a afla evoluta unei curbe plane C, considerăm ecuația normalei 
în punctul regulat M 


(R — F)? = 0, 


unde F și Ë sînt vectorii de poziție ai lui M și punctului curent pe normală, 
iar T versorul tangentei. 
Derivînd în raport cu arcul s, obținem ecuația 


(8 — F) — — = 0, 


care -se mai scrie, dacă avem în vedere prima formulă a lui Frenet, 
(R— Fy —R=0, P (58) 
v fiind versorul normalei, iar R raza de curbură în M. i 
Dacă P este punctul curent pe normală, avem 
MP = R —F =y, (59) 


unde à este un scalar (componenta pe normală a vectorului MP, componenta 
pe tangentă fiind nulă). 
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=> 


Scriind că vectorul de poziţie R — dat de (59) — al lui P verifică 
ecuaţia (58), obținem à = R, încît vectorul de poziţie F* al punctului carac- 
teristic M* (punctul de contact cu evoluta) al normalei este dat de formula 


PE = F 4+ Ry. (60) 

Dacă parametrul pe curba C variază, F, v şi R variază, deci F* variază, 

iar punctul caracteristic descrie evoluta, astfel încît (60) este ecuația 
evolutei. 


În practică, pentru aflarea evolutei, folosim ecuațiile parametrice 


x = f(t), y = g(t) 
ale curbei. 
Din ecuaţia 
(X — o + (Y — y)y' = 
a normalei în punctul curent (x, y), deducem — derivînd în raport cu t — 
ecuația i 
(X — az” + (Y — y)y" = s? + y” 


Rezolvînd aceste ecuații în raport cu X,Y, obținem formulele 


UPRL.) "a a 
X = gpl trI, Y =y +y’, (61) 
s'y" — ya m'y” — y'a 
care dau coordonatele punctului de contact al normalei cu evoluta, şi care 
constituie deci, dacă t variază, ecuațiile parametrice ale evolutei. 


Din (64)!, cît și din (60), se vede că punctul de contact al normalei cu 
evoluta este centrul de curbură (centrul cercului osculator). 

Putem deci spune că evoluta unei curbe plane este locul centrelor de 
curbură ale curbei. 

Dacă tangenta în punctul regulat Me al curbei C este staţionară, deci 


p 1 A v a Ed A . 
dacă T = 0 în Mo, înseamnă că, atunci cînd punctul curent M al curbei C 


tinde către Mo, R—co, încît punctul corespunzător M* al evolutei descrie 
o ramură infinită, pentru care normala în Mọ la C este asimptotă. Evident, 
evoluta posedă două ramuri avînd ca asimptotă normala în Mọ la C, situ- 
ate de o parte şi de alta (fig. 61) sau de aceeași parte a tangentei în Ma la C; 
după cum Mo este sau nu este punct de inflexiune al curbei C. 

Să considerăm ca parametru, în lungul evolutei C, reprezentată de 
ecuaţia (60), arcul s al curbei C. 

Derivînd în raport cu s, obţinem, ţinînd seamă de a doua formulă a 
lui Frenet pentru curbe plane: 


Torty + RE = + St Rat), 
deci 
are an 
DS (62) 


1 Aceleaşi cu formulele care dau coordonatele centrului cercului osculator (cap. II, 


$ 8, 43). 
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Tinînd seamă de (60) și (62), putem spune că unui punct regulat al 
A A E daR PE 
curbei C, cu tangentă nestaționară și în care P Æ 0, îi corespunde un punct 
Li 


regulat al evolutiei. 
Dacă însă, într-un punct regulat Mọ al curbei C, în care tangenta nu 


. ev) aR . a A 
este staționară, avem F 0, valoarea razei de curbură R, în Mo, este (în 


general) maximă sau minimă. Un punct regulat al unei curbe, în care va- 
loarea razei de curbură este maximă sau minimă, se numește virf al curbei. 


Fig. 61. Fig. 62 


În virtutea relaţiei (62), putem spune că unui vîrf al curbei C, cu tan- 
gentă nestaţionară, îi corespunde în general! un punct de întoarcere de prima 
speță al evolutei (fig. 62). 


Să considerăm acum un arc regulat al curbei C, care nu posedă virfuri 
și puncte în care tangenta să fie staționară. Înseamnă că, în lungul acestui 


arc, raza de curbură R — finită — este funcţie monotonă de arcul s (creşte 
sau descrește). 


Din (62) deducem relaţia 
dř*? = dRe. 


Indicînd prin s* arcul evolutei și ținînd seamă că d7*? = ds*? relaţia 
precedentă se serie 


ds*? = dR?, 
de unde 
= + dR. (63) 
Presupunînd că sensul pozitiv, pe arcul considerat al evolutei, este 
sensul în care R creşte, ds* şi dR sînt de același semn, deci în formula pre- 


cedentă trebuie să luăm semnul +. 


1 Deoarece, în general, derivata a doua a razei de curbură nu se anulează cind se 
anulează derivata întîi. 


13* 


196 Geometrie diferenţială 


În această ipoteză, integrînd, obținem formula 
st = R-+a, | (64) 


unde a este o constantă. 

Prin urmare, dacă M, și M, sînt două puncte ale curbei C, aparţinînd 
unui arc regulat care nu posedă viriuri, iar M* şi M punctele de contact 
ale normalelor în M, și M, cu evoluta, avem, indicînd prin A* originea ar- 
celor pe evolută și prin R, și Re razele de curbură în M, şi M3, 


arc A*M, = R, + a, arc A*M, = R, + a, 
de unde 
arc A* M — arc A*M{ = R, — R, 
adică 
aro M*M* = R, — Ru. (65) 


Așadar, dacă un arc (regulat) al unei curbe C nu posedă virfuri şi puncte 
cu tangentă staţionară, lungimea arcului corespunzător al evolutei este egală 
cu diferenţa razelor de curbură ale curbei C, în extremităţile arcului considerat. 

Cercurile osculatoare în punctele M, şi M, ale curbei C au centrele 
în M? şi Mž, razele lor osculatoare fiind R, și Rə. 

Lungimea segmentului M*M$, -care unește centrele acestor cercuri, 
este mai mică decît lungimea arcului MM: al evolutei C*: 


M*M: < arc M*M?, 
deci, în virtutea formulei (65), mai mică decît diferenţa razelor cercurilor 


Mï Mž < Ra e, R. 


Distanța centrelor celor două cercuri fiind mai mică decît diferența 
razelor, unul din ele este interior celuilalt, deci nu se întretaie. 

Cercurile osculatoare ale unei curbe plane constituie astfel o familie 
de curbe plane depinzînd de un parametru, care admite înfășurătoare (înfă- 
șurătoarea fiind curba însăși), pentru care un punct caracteristic nu provine 
din puncte de intersecţie a două curbe apropiate ale familiei. 


Putem obţine relaţia care exprimă raza de curbură R* a evolutei C* 
în funcţie de raza de curbură R a curbei C. 
În virtutea relaţiei (62), avem 


dp __ d7* ds _ dR ds — _ dR- 


deci, dacă avem în vedere relația (63), 


dř* z 
N 
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Deducem, derivînd și ţinînd seamă de a doua formulă a lui Frenet și 


de (63), 


d?F* dy ds 1 -z 
De E nia T. 
ds*? + ds ds* F daR 
ds 
În consecință! 
1 jd] 1 
Re |a| dR |’ 
R. ei | 
ds 
încît obţinem formula 
d 
Rt = R.S î (66) 
ds 


b) Curbe în spaţiu. Normalele unei curbe în spaţiu constituie o congru- 
ență de drepte, adică o familie de drepte depinzînd de doi parametri: para- 
“metrul în lungul curbei (de exemplu arcul s) și unghiul cu normala principală. 
Ne putem deci întreba cum putem ezirage, din congruenţa normalelor unei 
curbe în spaţiu, o familie depinzînd de un singur parametru, care să aibă 
înfăşurătoare. Înfășurătoarea unei familii de normale depinzînd de un para- 
metru este o evolută (desfășurată) a curbei. 

Fie o curbă C, parametrul în lungul curbei fiind arcul, și — în punctul 
regulat M corespunzător valorii s a arcului — normala MN, care face un- 
ghiul œ(s) cu normala principală în M. Presupunînd că normala MN înfă- 
șoară o curbă C*, cînd M descrie curba C, fie M* punctul caracteristic (punc- 
tul de contact cu evoluta C*) al acestei normale. 

Punînd MM* = p(s), coordonatele lui M*, în raport cu triedrul lui 
Frenet în M, sînt (0, pcosw, psin 4)2?, încît avem 


MM* = 7* —F = pcos oV + psin of, 
F şi F* fiind vectorii.de poziţie ai punctelor M şi M* respectiv. 
Evoluta C*, descrisă de M*, are deci ecuaţia 
F* = F + pcosoy + popsin ob. (67) 
Derivînd şi ținînd seamă de formulele lui Frenet, deducem 
dp+ 


sie CE oda a dau ER E 3) = 
T =+ q (cos oY + sin o B) + ẹ( sin oY + cos of) —+ 


di i dB 
COS W — SING — | = 
T | Pui z) 
= de = z = : — = do 
=7+ q C0507 + sinoß) + p(— sin wv + cos wß) F + 
1 = NE Toon AS 
cos & | — — T = — — Sın o y 
pepe tEn a | 
1 Considerăm curburile curbei C şi evolutei C* pozitive. 


2 Cantităţile œ şi p sînt coordonatele polare ale lui M*, în planul normal în M, 
polul fiind M, iar axa polară normala principală. 
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sau ordonînd după 7, V, ß: 


= p de do e 
— = 1 — -È coso )7 (T coso — sin o p sino)y 
| R + ds P ds T w 


+ (FE sino + pcoso 2 + -E cos o ) B. (68) 


În ipoteza că M* este punctul de contact al normalei MN cu evoluta C*, 
.. arzi . d * A . . . . A . 
vectorii MM* şi Z sînt coliniari, deci componentele lor sînt proporționale. 


Avem astfel p 


1— £ coso = 0, 


dọ : do e. dp . 
— cos œ% — p sin ġo — — — sin — sinw + pcoso — + — cos o 
ds j ds ds 4 


cos & sin o 
de unde obţinem relaţiile 
pcoso = R, 
do 1 


ds T 
Prima relaţie (69) ne arată că punctul de contact M* al normalei MN 
cu evoluta C* aparţine dreptei polare a lui M ; prin urmare evoluta C* (la care 
rămîne tangentă normala MN, cînd M descrie curba C) este situată pe supra- 
faţa polară. 
Din a doua relaţie (69) deducem 


(69) 


— i — + oo, (O = const.). (70) 


Înseamnă că există cot familii de normale ale curbei în spațiu C, care 
admit înfășurătoare, fiecărei valori atribuite lui «pg corespunzîndu-i o 
familie. 

Putem deci enunța propoziţia: 


O curbă în spaţiu admite o familie de evolute depinzind de un para- 
metru Go, situate pe suprafaţa polară. 


Dacă w’ și œ” sînt valorile lui w, corespunzătoare la două valori w, 
wg ale lui og (şi aceleiași valori a limitei superioare a integralei): 


deducem 
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Așadar, normalele tangente unei evolute a unei curbe c se obțin rotind în 
jurul tangentelor curbei, de același unghi, normalele tangente altei evolute. 
Avem, de asemenea, propoziţia (reciproca precedentei): 


Rotind de acelaşi unghi — în jurul tangentelor curbei C — normalele 
tangente unei evolute a curbei, se obține o familie de normale tangente altei evolute. 


Ținînd seamă de prima relaţie (69), obţinem 
p sinw = pcos otgw = Rtgo. 
Rezultă că ecuația familiei de evolute ale curbei C se scrie 


P* =F + RY + Rtgop, (e =i + o); (71) 


Pentru ca o familie de normale care fac unghiuri egale cu normalele 
principale — în particular familia normalelor principale — să aibă înfăşu- 
rătoare, este necesar și suficient, în virtutea celei de-a doua relații (69), 
ca torsiunea să fie identic nulă, deci curba să fie plană. 

n acest caz, normalele principale sînt normalele curbei C (situate în 
- planul curbei) iar înfășurătoarea normalelor este evoluta curbei, reprezen- 
tată de ecuaţia! 
Fr =F 4+ Ry. 

Alte evolute se obțin considerînd familii de normale nesituate în pla- 
nul curbei C, care fac același unghi cu normalele (situate în planul curbei). 
Aceste evolute, reprezentate de ecuația, (71) unde œ = const, sînt elice 
cilindrice 2, aparținînd cilindrului a cărui secțiune dreaptă — prin planul 
curbei C — este evoluta curbei. 


Observații. I. Dacă o curbă în spațiu este sferică, există — evi- 
dent — o familie de normale ale curbei care trec prin centrul sferei pe care este 
situată curba. Putem spune că evoluta acestei familii de normale degenerează 
într-un punct, centrul sferei. 

Reciproc: i 


Dacă din congruenja normalelor unei curbe se poate extrage o famile de 
normale (depinzind de un parametru) a cărei evolută este redusă la un 
punct, curba este sferică. 


În adevăr, M* fiind punctul în care degenerează evoluta, vectorul său 


„d i 
de poziție F* este constant, deci ~T 0. Din (68) deducem prima re- 


lație (69) și relaţiile 
. d . 
LA EE psino Œ— L sino = 0, 
ds ds T 
ae sin o + e cos & Ap BI cosw = 0 
ds ds T 


1 Această ecuație a fost stabilită anterior (p. 178). Se deduce imediat şi 
din (71), unde presupunem œo = 0. 

3 O elice cilindrică este o curbă situată pe un cilindru, și care taie generatoarele 
cilindrului sub acelaşi unghi. Elicea cilindrică este circulară, dacă este situată pe un 
cilindru de rotaţie. Proprietăţile elicei cilindrice vor fi tratate ulterior ($ 15). 


Li 


200 "Geometrie diferenţială 


Din acestea deducem a doua relaţie (69), precum și relaţia T = 0, 
3 


de unde p = const. Deci punctele curbei sînt la aceeași distanță p de M*: 
curba este sfericăl. 

Evident, dacă o curbă sferică este diferită de un cerc, congruența .nor-. 
malelor conține o singură familie de normale a cărei evolută degenerează, 
într-un punct. 


II. Dacă o curbă este plană, există o familie de normale ale curbei per- 
pendiculare pe planul curbei, deci paralele. Putem spune că evoluta acestei 
familii degenerează într-un punct, punctul impropriu (punctul de la infinit) 
al direcției perpendiculare pe plan. 

Reciproc: 


Dacă din congruenţa normalelor unei curbe se poale extrage o familie de: 
normale (depinzind de un parametru) paralele, curba este plană. 


În adevăr, F(s) fiind vectorul de poziţie al punctului curent al curbei, 
iar ă vectorul director (constant) al acestor normale, avem 


Întregrînd, deducem ecuaţia 
Fă = p, (p = const.), 
deci curba este plană. 
Aplicaţie. Să se afle evoluta cicloidei 
x = a (t — sint), y = a (1 — cos t). 
Avem 
z' = a (1 — cost), y' = asint, 
xv” = asint, y” = acost; 
g? + y”? = aè (1 — cost)? + a2sin2t = 24? (1—cos i), 


J. 


s'y” — y's” = a? cos t (1 — cos t) — aè sin? t = — aè? (! 


1 Raționamentul direct este următorul: 
Indicind prin î versorul normalei MM* şi prin p lungimea segmentului MM*, avem 


| = F+ pñ. 
Derivînd în raport cu s, obținem 
drř* dñ , dọ 
Ler pgp Ea 
ds ds 


: DEEA „ dFř* suzi o atat £ 
iar de aici, ţinînd scamă că ere = 0 (deoarece M* este prin ipoteză fix) şi înmulţind sca» 


lar cu 7, deducem ae. = 0, deci p = const, 


ds 
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Ținînd seamă de (63), găsim că ecuaţiile parametrice ale evolutei ci- 
eloidei sînt 


z = a(t + sin t), y = — a (1 — cos t). 
- Făcînd transformarea de parametru 
` t= tt +r, 
noul parametru fiind !*, şi translația 
z = zf + av, y = y* — 2a, 


noua origine fiind punctul (ax, — 2a), ecuaţiile parametrice ale evolutei 
se scriu 


TE = a (t* — sin t*), y* = a (1 — cos të), 
Deci evoluta unei cicloide este o cicloidă egală cu cea dată. 


. 17. Evolvente. Se numeşte evolventă (desfăşurătoare) a unei curbe o 
curbă a cărei evolută este curba dată. 

Dacă C este evoluta, iar C* evolventa, înseamnă că tangentele evolutiei 
sînt normale pentru evolventă. Putem deci defini evolventa unei curbe drept 
o curbă ale cărei normale sint tangentele curbei date. 

Fie o curbă C, plană sau în spaţiu, și M* punctul evolventei C*, de pe 
tangenta în punctul regulat M al curbei C, corespunzător valorii s a arcului. 
Dacă 7 este versorul tangentei în M, vectorul de poziţie 7* al lui M* este 
dat de formula 


=F +A, (72) 


unde à este o anumită funcție scalară de s, ce urmează a fi determinatăl. 
Formula (72), în care considerăm s variabil, este ecuația evolventei. 
Deduce m 


p* f ne . A 
Cum aP? este vector director al tangentei în M* la C*, perpendiculară 
FA g » perp 


pe tangenta în M la C (în virtutea definiției), avem 


= di* di rA 
7z — =|1 4+ =| + —7v=0, 
| zu a) F R 
deci 
dA 
i — = 0 
+ ds 
1 Deoarece 


=u MM* = pi — F= AF, 


înseamnă că A este, în raport cu triedrul lui Frenet în punctul M al curbei C, coordo- 
nata pe tangentă a lui M*. 


202 Geometrie diferențială 


Deducem 
A=c—s, 


c fiind o constantă, încît ecuaţia (72) se scrie 
Pr = F + (e — s) 7. (73) 


Cum constanta c este arbitrară, înseamnă că o curbă C are o infinitate 
de evolvente, ecuaţia uneia obținîndu-se prin particularizarea constantei c 


în (73). 
Primele două derivate ale lui 7* în raport cu s sînt 
l dp* _c—s-— 
d è R ’ 
d2p+ 1 1 = 12 
oprea ah- t pb): (74) 


Ținînd seamă de ecuaţia (73) și + i deducem că tangenta la 
o evolventă, într-un punct pentru care s = c, este paralelă cu normala prin- 
cipală în punctul corespunzător al curbei C. O 'epolpentă taie curba C în punctul 
corespunzător valorii s = c, care este (în general), pentru evolventă, punct de 
întoarcere de prima speţă 1. 

Dacă M* este un punct al evolventei, pentru care c — s >>0, corespun- 
zător punctului M al curbei C, pentru care s > 0, și dacă A este originea 
arcelor pe C, avem 

arc AM = s, 


MM* = | MM*| =| F* — F| = | (e — s) 7| = c — s, 


deci 


arc AM + MM* =c. (75) 


Potrivit relaţiei (75), rezultă următoarea construcţie mecanică a unu: 
arc de evolventă: 

Se așază, în lungul curbei C, un fir flexibil și inextensibil și apoi se 
desfășoară firul, începînd de la un capăt, astfel încît porţiunea desfășurată 
să fie bine întinsă. Capătul, sau alt punct al porțiunii desfășurate, descrie, 
în decursul desfășurării, o evolventă a curbei C. 

Să observăm în sfîrșit că o evolventă este situată pe suprafaţa generată 
de tangentele? curbei C, tăind (potrivit definiţiei) sub unghi drept gene- 
ratoarele suprafeţei. Această proprietate are — evident — caracter intrinsec, 
nedepinzînd de alegerea originii și orientării pe curba C. 


Aplicaţie. Să se afle evolventa cercului. 
Ecuația cercului cu centrul în origine și raza a este 
F = acosti + asintj. 


1 În enunţul de mai sus, sînt exceptate punctele evolventei care corespund punc- 


telor cu tangentă staţionară ale curbei C. 
2 Vom vedea (cap. IV, $ 17) că o suprafaţă generată de tangentele unei curbe în 


spaţiu este desfăşurabilă. 
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Dacă presupunem originea arcelor în punctul A(a, 0) şi orientăm curba 
în sensul creșterii parametrului t, avem 


s =al. 
De asemenea 
dF . 7 z dř 
— = —asinti + acost [2] = a 
di Dhu i 
încît versorul tangentei este 
— . 2 3 
t = — sint} + cost]. 


Ținînd seamă de (73), deducem că ecuaţia evolventei (familiei de evol- 
vente) este 


F = acosti + asint] + (c — at) (— sinti + cost]), 
sau 
F = [acost — (c — at)sint]i + [asint + (e — at) cos t] j. 


Pentru c = 0, avem evolventa 


F = a (cost + tsint)i + a (sin t — t cos t) j, 


care pleacă din A. 


$ 15. Două clase de curbe 


18. Elice. Elicea circulară, definită anterior, ale cărei proprietăţi esen- 
ţiale au fost studiate succesiv în aplicaţiile precedente, face parte dintr-o 
clasă mai generală de curbe în spaţiu numite elice. 


O elice este o curbă în spațiu ale cărei tangente fac un unghi constant 
cu o direcţie fixă. 


Curbei astfel definite i se mai spune și elice cilindrică, deoarece para- 
lelele cu direcţia fixă, prin punctele curbei, sînt generatoarele unui cilindru 
pe care este situată elicea, fiind tăiate de elice sub un unghi constant. În 
cazul elicei circulare, acest cilindru este un cilindru de rotaţie. 

Fie ă versorul direcţiei fixe D, F(s) vectorul de poziţie al punctului 
curent al elicei C, V unghiul constant al tangentei în M cu direcţia fixă D, 
C* secţiunea dreaptă cu un plan P, a cilindrului TI pe care este situată 
elicea, F* vectorul de poziţie al punctului M* de pe curba C*, dreapta M*M . 
fiind paralelă cu D. 

În virtutea definiţiei elicei, avem 


az = cosV, (76) 
adică 
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Integrînd, obținem 
āFř = scos V + p, (p = const.). 


Însă 
F= FřP* 4 M*M-ă, , (77) 
încît relația precedentă se scrie 
āř* + M*M =scosV +p. (78) 


Să presupunem că originea arcelor s şi s*, pe elice și curba C*, este 
punctul A în care elicea taie planul P. Deoarece Á aparține și curbei C*, 
făcînd s = 0 în (78), obținem 

E ară = p, 
încît din (78) rezultă relația SE 
M*M = scos V. (79) 

Invers, presupunînd că această relație este îndeplinită, deducem 
din (77): 

F=FtAscosV-ă, (80) 
de unde, derivînd în raport cu s și înmulţind scalar cu ă: 
d7* 


āī =ă— + cos V. 
8 


Însă tangenta în M* la C* este perpendiculară pe direcția D, deci 


_ dF* 
a 
ds 


? 


încît relația precedentă devine 
āTī = cos V. 
Aşadar, pentru ca o curbă să fie elice, este necesar şi suficient ca distanța 
punctului curent al curbei la un plan fiz să fie proporțională cu arcul curbei 


(originea arcului fiind punctul comun curbei și planului). 
Derivînd în raport cu s, din (80) deducem 


TR 
TE + cos Vå. | (81) 


Ținînd apoi seamă că 


de unde rezultă relaţia 
s* = ssinV. (82) 


N 
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Invers, să presupunem această relaţie îndeplinită. Admitem, :bine- 
înțeles, că s şi s* sînt arcele curbelor C și C*, cărora le corespund punc- 
tele M şi M* respectiv, segmentul M*M — al cărui versor este 3 — fiind 
perpendicular pe planul P al curbei C*. 

Din (77) deducem, derivînd în raport cu s și ţinînd seamă ie (82), 


— — . n -d 
7 = ž* sin V + a M*M. 
s 


Înmulțind scalar cu ă, 3* şi 7, succesiv, obținem 


N A (83) 
koarani 23 M*M. 
S 


“Din a treia relație (83) rezultă, în virtutea primelor două, 
(47) = cos? V, 
de unde 


> = +4 cos V. 


Aşadar, relația (82) constituie o condiţie necesară şi suficientă pentru 
ca o curbă C să fie elicel. 
Derivînd relaţia (76) în raport cu s, obţinem 
a 0, 
ds 


sau, ţinînd seama de prima formulă a lui Frenet, 


d aa 
R 


A 1 A - v A ea peg be . . 

Presupunînd PA 0, ceea ce înseamnă că înlăturăm din considerație 
dreptele, relația precedentă se scrie 

a5 = 0. (84) 


Deci normala principală a elicei este perpendiculară pe direcția D. 

Invers, dacă normala principală în punctul curent al unei curbe este 
perpendiculară pe o direcție fixă, se vede ușor (urmînd drumul invers) că 
este îndeplinită relația (76), deci curba este o elice. 


1 O demonstraţie intuitivă a relațiilor (79) şi (82) se obține desfășurind, pe un 
plan, cilindrul pe care este situată elicea. Prin această desfășurare, generatoarele cilin- 
drului se transformă într-un fascicul de drepte paralele, tăiate sub un unghi constant 
de dreapta în care se transformă elicea. 
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Prin urmare, pentru ca o curbă să fie elice, este necesar şi suficient ca 
normalele principale să fie perpendiculare pe o direcție fiză. 
Înmulţind cu nF O și ținînd seamă de a treia formulă a lui Frenet, 


din (84) obținem 


S5 
|] 
2 


ă 
de unde, integrînd, rezultă relaţia 
aß = const. (85) 


Invers, dacă este îndeplinită relația (85), din aceasta rezultă prin 
derivare (84). . 

Așadar, pentru ca o curbă să fie elice, este necesar și suficient ca binor- 
malele să facă un unghi constant cu o direcţie fixă. 

Să derivăm în raport cu s relaţia (84). Ținînd seamă de a doua formulă 
a lui Frenet, obţinem 


de unde 
RT 
T ab’ 
adică, ținînd seamă de (76) și (85), 
a = const. (86) 
T 


Invers, să presupunem că raportul dintre razele de curbură și torsiune 
— în punctul curent al curbei C — este constant. 
Din prima şi a treia formulă a lui Frenet obţinem 


de unde, integrînd, rezultă relaţia 
R- — =i 
7? +p=p» 


unde p este un vector constant. De aici, înmulţind scalar cu V, deducem 
relația (84), deci curba C este elice. 
Putem deci enunţa propoziţia (teorema lui Bertrand): 


Pentru ca o curbă să fie elice, este necesar și suficient ca raportul dintre 
curbură şi torsiune să fie constant. 


Vrem să arătăm că o elice pentru care curbura este constantă este o elice 
circulară. 


N 
N 
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Pentru aceasta va fi suficient să arătăm că secțiunea dreaptă C* a 
cilindrului Į — pe care este situată elicea C — este un cerc. 
n adevăr, ţinînd seamă de (82), (81) se scrie 


z7 = sin V 7* + cos Vā, 
iar de aici, derivînd în raport cu s şi ținînd seamă de (82) și de prima 
formulă a lui Frenet, obținem relația 
A a n Vor. 
R R* 


Deducem 


R* = Rsin? V. (87) 


Cum R = const., prin ipoteză, rezultă R* = const. Curba C* este deci, 
un cerc, încît elicea pentru care curbura și torsiunea sînt constante este în 
adevăr o elice circulară. 

Un alt exemplu interesant de elice îl constituie elicea cilindro-conică, 
pentru care raza de curbură este proporțională cu arcul: 


R = ms, (m = const.). 


Evident, raza de torsiune este de asemenea proporțională cu arcul. 
În virtutea relațiilor (82) şi (87), deducem relaţia 
R* = hs*, 
unde am pus 
h = msinV, 
Raza de curbură a secţiunii drepte C* — a cilindrului T — fiind 
proporţională cu arcul s* al secţiunii, C* este o spirală logaritmică. 
Considerînd în planul spiralei C* un sistem de coordonate polare avînd 
polul în punctul asimptotic al spiralei, ecuaţia acesteia este de forma 
p =at, 


unde am indicat prin t unghiul polar al punctului curent. 
Ținînd seamă de relația 


M*M = s* cotg V, 
care se obține din (79) și (82), și de relaţia! 


care exprimă arcul s* — cu originea în pol — al spiralei C*, deducem 


M*M = p Vi a a colg V. 


1 v. § 13, 11, aplicația I. 
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CI: 


În sfîrşit, considerînd un sistem ortogonal de coordonate, pentru care 
axa polară este axă Oz, iar planul curbei C* planul z = 0, și punînd 


peli th 


z ~ colg V, 


rezultă că ecuația elicei cilindro-conice este 
F = a e"! costi + ae sint] + bek. 


Se constată ușor că elicea reprezentată de această ecuație este situată 
pe conul de rotaţie (în jurul axei 0z) 


b (22 + 4?) — 22 = 0, 


cu vîrful în originea O a sistemului de coordonate, și că generatoarele 
acestui con sînt lăiate de elice sub unghi constant. 


19. Curbe Bertrand. Se numește curbă Bertrand o curbă ale cărei nor- 
male principale sînt normale principale şi pentru altă curbă. 


Fie M* un punct pe normala principală în punctul curent M al curbei C. 
Dacă F și 7* sînt vectorii de poziţie ai punctelor M și M*, avem 


Pt =F +4 ay. (88) 


Vrem să vedem în ce condiții normalele principale ale curbei C sînt 
totodată normalele principale ale curbei C*, descrisă de M*. 

Normala principală în M la C coincizînd cu normala principală în M* 
la C*, avem 


SE = eV, (e = + 1). 


Din (88) deducem, derivînd în raport cu s şi ţinînd seamă de a doua 
formulă a lui Frenet, 


g. (89) 


APE is A ză : 
Vectorul — fiind vector director al tangentei în M* la C*, deci 
sS 


perpendicular pe V, deducem (înmulţind scalar, cu V, ambii membri ai 
S da 3 VS : 2 è 
relației precedente) ra 0, deci a = const., încît relaţia precedentă devine 
dř* 


aE (89) 


Indicînd prin s* arcul curbei C*, avem 


-= —— I —— 


ds* ds ds*? 
deci 
z ds - a ds > 
z = [ll Ez, 89” 
| Ri ds* e dat ( ) 
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Dacă indicăm prin œ unghiul tangentelor în M şi M* la C şi C*, 
avem 


TT* = cosu, 
precum și 


7* = coso 7 + sin of, 
i i (90) 
* =g (— sin wT + cos wB), (e = 4+ 1). 


Derivînd prima relație (90) în raport cu s, obținem 


d7* . do — 
— = — SIn Q0 — T 
ds ds ji R 


sin & 


T 


Cos O) — 


l do = = 
y COS W — — V. 
+ 3Y | 


i A . si A d7* aya = 
Cum, în virtutea primei formule a lui Frenet, ER este coliniar cu v*, 


deci cu V, din relaţia precedentă deducem (înmulţind scalar, întîi cu 7 și 


apoi cu fi): 


; l d 
sin w € = 0, cos o = = 0, 
ds ds 


d ; 
de unde rezultă L = 0, deci w = const. 


Avem deci propoziţia (teorema lui Schell): 


Unghiul tangentelor (unghiul planelor osculatoare) a două curbe Ber- 
irand asociate, în puncte corespondente, esie constant. 


„Comparînd (89”) cu prima relație (90), deducem 


(1— de. cos 2 2. aan dă. (91) 
RN! ds* T ds* 


- , „Împărţind aceste relaţii membru cu membru, obţinem 


4 — kat = 2 cot w 
R T g i 
astfel încît, punînd 
bL = a cotg o, | (92) 
rezultă relația 
a b 
na Pu 93 
ata G (93) 


care constituie condiția necesară pentru ca C să fie o curbă Bertrand. 

Se poate arăta că (93) este și suficientă. În adevăr, presupunînd că (93) 
este îndeplinită, fie curba C*, reprezentată de ecuaţia (87), unde a este 
constanta din relația (93). ` 


14 
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Prin derivare, din (88) rezultă (89'). Deducem 
ds* 2 a2 a? 
saa ol Ed a 
Fia ii 
adică, dacă avem în vedere relaţia (93), 


ds*t 2 a? 4+ b? 
(e Bia a 


de unde 


|S 


= const. 


2 
T ds* 


& 


În consecinţă avem de asemenea 


(t ea = = const. 


Așa fiind, din (89) obţinem derivînd 


d7* 1 a a] ds - 
a [alt —— = v, 
ds R R T:| ds* 


adică, în virtutea primei formule a lui Frenet, 


ki Ee zl | | (35, (94) 
R* R ds* 


de unde rezultă v* = e V, încît curba C este în adevăr o curbă Bertrand. 

Așadar, relaţia (93) constituie condiţia necesară şi suficientă pentru ca 
o curbă să fie curbă Bertrand. 

Curba C fiind o curbă Bertrand, este evident, în virtutea definiţiei în- 
săși, că şi curba C*, reprezentată de ecuaţia (87) unde a este constanta din 
relaţia (93), este o curbă Bertrand. Înseamnă că între curbura și torsiunea 
curbei C* există o relaţie de aceeași formă cu (93): i 


Li Basis). N (93*) 


sau 


unde e = + 1 sau e = — 1, după cum V* şi V sînt de același sens sau 
de sensuri contrarii, înseamnă că 


a* = — ea. (95) 
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Punînd apoi 
w* = — co, (96) 

din (90) deducem 
| T = cos &*Tt* + sin o*B*, 
astfel încît, ca și în cazul curbei C, avem relaţiile 

[1 — a = cos o *, ui sin w*, 

R*j ds T* ds 

de unde rezultă relaţia (93*), unde 


(91) 


b* = a*cotgu*. 
Ținînd seamă de (95) și (96), deducem 
b* = acotgu, 
deci b* = b. 
Așadar, dacă pentru C avem relaţia (93), pentru curba asociată C* 
avem relaţia 
i —ca b $ 
tept, (93°) 
unde a și b sînt aceleași constante ca în (93), iar e = + 1 sau — 1, după 


cum normalele principale în puncte corespondente au aceeași orientare sau 
orientări opuse. 


Relaţiile de mai sus ne permit să stabilim și alte proprietăţi ale curbelor 
Bertrand. 
Din a doua relaţie (91) şi a doua relaţie (91*) deducem, ţinînd seamă 
de (95) și (96), relaţia 
i- Z sin? o (97) 
TT* a? 
Aşadar, produsul torsiunilor a două curbe Bertrand asociate, în puncte 
corespondente, este constant (pozitiv). 
De asemenea, din primele relații (91) și (91*), deducem relaţia 


as id ps 2 
(1 g + ;) Cos“. (98) 
Din (91) deducem apoi 


ds* 1 A a 
aae E E i, 
| T sin o 


prin urmare 
i 8 


s 
gi (1 —sa = = = (99) 
COS W R sino J T 
0 


unghiul « fiind dat de relaţia (92). | 
n cazul cînd tangentele a două curbe Bertrand asociate — în puncte 


corespondente — sînt perpendiculare (o = 3] » din (92) deducem b = 0, 


14* 
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încît din (93) rezultă R = a. Deoarece din (94) avem în acest caz V* = — V, 
din (93*) obţinem R* = a. 
Observăm, de asemenea, că (97) devine în acest caz 
TT* = R. 
Aşadar, dacă tangentele a două curbe Bertrand (asociate) — în puncte 
corespondente — sînt perpendiculare, cele două curbe au curburile constante, 


egale, iar produsul torsiunilor (în puncte corespondente) este, de asemenea, 
constant, egal cu pătratul curburii. 

Se poate, de asemenea, vedea ușor că avem propoziţia: 

O curbă C, a cărei curbură este constantă (un cerc strimb), este o curbă 
Bertrand, curba asociată C* avînd aceeaşi curbură ca şi C. Fiecare din aceste 
curbe este locul centrelor de curbură ale celeilalte, tangentele în puncte cores- 
pondente fiind perpendiculare (Monge). 

Să observăm, în sfîrşit, că o elice circulară este o curbă Bertrand, avind 
o infinitate de curbe asociate, deoarece, curbura și torsiunea elicei circulare 
fiind constante, există o infinitate de perechi de valori pentru constantele 
a și b care verifică relaţia (93)1. Toate curbele Bertrand, asociate unei 
elice circulare, sînt elice circulare, situate pe cilindri coaxiali cu cilindrul 
pe care este situată elicea considerată. 

Invers, o curbă Bertrand cu o infinitate de curbe asociate este elice 
circulară. 

n adevăr, să presupunem că o curbă C este curbă Bertrand cu două 
curbe asociate. Înseamnă că avem relaţiile 


a b 
atat 
(100) 
a' b 
PAE E N 
R T 


Poe T go A : ; 3 - 
P ȘI T fiind curbura și torsiunea curbei C, iar a, b, a', b' constante, ast- 


fel că a Æ a’, deci şi b Æ b. 
Nu putem avea t> A deoarece, în virtutea relațiilor (100), ar re- 
a 


zulta a = a’, b = V. 
Prin urmare 


[e eo, 


4 
ei e uită 1.1 | 
încît din (100) obţinem pentru pi Lira valori constante: curba C este: 
elice circulară. | 


1 Putem considera drept valori pentru a și b coordonatele oricărui punct al dreptei 
(din planul z0y) reprezentate de ecuaţia 


Yy 
~+- [= 1. 
R 
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EXERCIŢII 


1. Să se calculeze razele de curbură ale parabolei 
2 = 2pz, 
elipsei | 
z = acost, y = bsint 
și hiperbolei 
z = sacht, y = b sht, (e = + 1). 


R. 1 (p2 + y?)3/2 : 1 (a2sin2 + b2 cos? 052; A (a2sh24 + b2 ch2 t). 
p° ab ab 


2. Să se calculeze razele de curbură ale curbelor: 
a) x = a (cost + tsint), y = a (sint — t cos ł); 
b) p = aee (spirala logaritmică); 
c) pọ = a (1 + cos œw) (cardioida). 

R. a) at; b) p V1 F Rê; c) ‘Teos 2. 


3. Să se arate că normala polară în punctul curent al curbei 
p” = a” cos nw 


este egală cu produsul razei de curbură prin n + 1. 


4. Să se calculeze raza de curbură și raza de torsiune pentru fiecare 
diri curbele: - 


a) F= eti + ej + iV/2-k; 

b) F = 2abti + 242] + b2logtăk; 

c) x = cosât, y = sin?t, z = cos 2t; 

d) z= a2y, Gaz = a2, 

e) x = acost— bsint, y = asint — b cost, pu 
R. a) R=—T = (e + e; 


b) R = T = CEE + UY, 
2abt i 


25... 25 . 
c) R |sin 2t] > T =z sin 2t; 


— lz] (32? a? 2 NE z (3z? a 
Da ja Pa e Dale ea): 
RE E pa berii 


Vai di h 
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5. Fiind dată cubica 
zs = t, y = Ê, z = È, 


-să se arate că dreapta D, dusă printr-un punct M al cubicei, paralelă cu 
planul z = O şi întîlnind axa 0z, este situată în planul osculator al cubi- 
-cei în M. 

Să se afle înfăşurătoarea intersecţiei planului osculator în M cu pla- 
:nul z = 0, cînd M descrie cubica. 


6. Să se scrie ecuația planului osculator și să se determine versorii 
:muchiilor triedrului lui Frenet în punctul curent al fiecăreia din curbele 


= $ z 2 > 
F = costi + sint] +ah 

E: 3 a 42 = 
F = t costi + sint] +7 k. 


7. Să se determine funcţia f(t), astfel încît curba 
F = acosti + asint] + f(t) k 
“să fie plană. 


8. Să se determine funcţia f(t) astfel încît normalele principale ale 
-curbei 


F = ti + sint] + f(t)k 
:să fie paralele cu planul z = 0. 
9. Să se demonstreze că planul osculator în punctul curent al curbei 
F = ashtcosti + ashtsintj + atk 
«este tangent la suprafața 
æ + y? = ash? —, 
pe care curba este situată. 
Aceeași problemă pentru curba 
F = achteosti + achtsint] + atk 


:și suprafața (numită catenoid) 
a + y? = ach? Ea 
a 


10. Dacă punctele a două curbe se corespund astfel că tangentele în 
-puncte corespondente sînt paralele, una din curbe se numește transformata 
combescuriană (transformata lui Combescure) a celeilalte. 

1°. Să se arate că, dacă două curbe C și C* se deduc una din alta 
-printr-o transformare combescuriană, normalele principale în puncte cores- 
pondente sînt paralele, și aceeași proprietate au binormalele. 
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a. . 4 . . 1 . . 
Să se exprime curbura aN torsiunea F ale curbei C*, în funcție de 


1 . . 1 : PE ù Ă 
curbura -— şi torsiunea z? ale curbei C, şi să se deducă relația 


2°. Ecuația curbei C fiind 
= F (s), 
să se obțină ecuația transformatei C* și să se exprime arcul s* al acesteia 
în funcţie de arcul s al curbei C. 


- Indicaţie. Dacă 7 şi 7* sînt versorii tangentelor în punctele corespon- 
dente M și M* ale curbelor C şi C*, avem 


7% = e7, (e = +4 1). 
Se derivează și se ține seamă de formulele lui Frenet. 


„2%. Indicînd prin F* vectorul de poziţie al lui M* și prin u, v, w com- 
ponentele pe tangentă, normala principală şi binormala în M la C, ale 
vectorului MM*, avem 

Pt = FP p uT poy + up, 
de unde 


RC aa a 


Deducem (7 și 7* fiind paraleli) 
u dv w v dw 
~+——-—-[=0, ~+- [=], 
RT T” TTo 
și punînd w = ọ(s), exprimăm pe u și v cu ajutorul funcției arbitrare ọ. 


per [Eg 4 RATE] 3T o; 
R. 2°. F F+ pe + RTE) 723 +o; 


est =a +s + Ze + REÍ 2] (ea (a = const.) 


11. Să se determine locul centrelor de curbură ale curbelor 
F= ei + et] + tV2Ă, 
F = e! costi + esint] + eat. 


12, Pe tangenta în punctul curent M al curbei C se ia un segment MM* 
de lungime constantă a. Să se arate că tangenta în M* la curba C* de- 
scrisă de acest punct, cînd M descrie curba C, este conținută în planul 
osculator în M la C, iar planul normal în M* la C* conţine dreapta. 
polară a punctului M. 
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Să se calculeze curbura curbei C* cu ajutorul curburii și torsiunii 


curbei C. 

Ca aplicaţie a formulei ce se obține, să se deducă ecuaţia intrinsecă a 
tractricei. 

Indicaţie. Se are în vedere că tractricea este curba pentru care lungimea 
tangentei este constantă! 


13. Să se afle locul centrelor sferelor care au un contact de ordinul al 
doilea cu o curbă dată într-un punct dat al acesteia. 


14. Dacă planul osculator la o curbă rămîne tangent unei sfere fixe, 
-planul rectificant trece prin centrul acestei sfere, iar raportul dintre curbură: 
și torsiune este o funcţie liniară de arc. Să se stabilească, de asemenea, 
proprietăţile reciproce. 


15. Pe paralela prin purictul fix O la binormala în punctul curent M, 
al unei curbe în spaţiu C, se consideră punctul M* astfel că lungimea seg- 
mentului OM* este egală cu raza de curbură în M la C. Să se compare 
arcul s* al curbei C*, descrisă de M*, cu arcul curbei T descrise de centrul 
de curbură Q al curbei C în M. Să se arate că tangentele la iza şi T 
în M* şi Q sînt perpendiculare. 


16. Fie 0 și o unghiurile pe care tangenta și binormala în punctul 
curent M al unei curbe în spaţiu C le fac cu o dreaptă fixă. 
Să se demonstreze relaţia 


sin 0 dð T 
—— = — — 3) 
sin œo do ` R 


unde R şi T sînt raza de curbură și raza de torsiune ale curbei C în M. 


17. Să se arate că, dacă o curbă C are torsiunea constantă, curba C* 
reprezentată de ecuația 


unde T, V şi B sînt raza de torsiune, versorul normalei principale și versorul 
binormalei curbei C, are curbura constantă ?. 


t v. cap. I, § 1, 5, aplicația I. 
2 O integrală vectorială | F (t) di, este, prin definiție, vectorul dat de relaţia 


R(t) = È F(t) dt = f x(t) dt i + fylt) de-j + z(t) dtk, 


“unde z(t), y(t), z() sînt componentele vectorului F(t). 
Avem deci 


dk 3 a i 
Tseri +y] 
adică 

dR 


= F(). 
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18. Se numește curbă Țiţeica o curbă pentru care avem 
Tp? = const., 


T fiind raza de torsiune în punctul curent M al curbei, iar p distanța de 
la un punct fix la planul osculator în M. 
Curba 


2] Sici 
= ati + bj + Lk 


este o curbă Țiţeica, punctul fix fiind originea. 
Indicaţie. Dacă, în ecuaţia vectorială 
Fă = p 


a unui plan, Z este versorul normalei la plan, p este distanța de la origine 
la plan. În adevăr, fie P > piciorul normalei din origine pe plan, l lungimea 
segmentului OP. Avem OP = lā. Scriind că vectorul UP verifică ecuația 


planului, obținem } = p. 
n ceea ce priveşte ecuația planului osculator 


(R — F, F', F”) = 0, 


aceasta se poate scrie 


sau sub formă normală 


de unde se vede că distanța de la origine la planul osculator este 
(rrr) 
le xr” | 


19. Să se calculeze versorii muchiilor triedrului principal într-un 
punct al indicatoarei sferice a tangentelor unei curbe în spaţiu C. Să se cal- 
culeze curbura și torsiunea indicatoarei cu ajutorul curburii și torsiuniă 
curbei C. 

Aceeași problemă pentru indicatoarea sferică a binormalelor. 


20. Să se determine curbele ale căror ecuaţii intrinseci sînt: 


a) R = |16a2 — să, 


R. a) Neintroducîndu-se constante de integrare, se obţin ecuaţiile: 
parametrice - 


= a (2ọ + sin2ọ), y = — a cos 2ọ., 
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Printr-o schimbare de parametru, o translație și schimbarea sensului 
pe Oy, se obţine cicloida 


z = a(t — sint), y = a(l—cost); 
b) z = a(cose + ọsin), y = a(sing — ọ cos ọ) 
(evolventa cercului de rază a). 


21. Să se determine ecuațiile intrinseci ale epicicloidei și hipocicloidei. 

Indicaţie. Se ţine seamă de lungimea arculuil, se calculează raza de 
curbură și se elimină t. 

R. Ecuația intrinsecă a epicicloidei este 


s? + (2A + 1)2R2 = 8A(1 + Ajas, 
iar a hipocicloidei 
s? + (2A — 1)2R2 = 8A (1 — Mas. 
22, Să se afle evolutele curbelor: 
a) y? —2pz =0; 
b) z = sacht, y=bsht, (e = + 1); 


c) z = acos?t, y = asin?t; 


d) ọp = a (1 + cos o); 
e) p = ade, 
R. a) y? = Š (s — p}; 
27p 


b) (ax)?!3 — (by)? = câ; 
) (2 + y)? + (z — y)? = 2a? 
d) o cardioidă; 


e) o spirală logaritmică. 


c 


23. Dacă o curbă plană este închisă şi nu posedă puncte cu tangentă 
staționară, lungimea totală a evolutei este egală cu dublul diferenței dintre 
suma valorilor maxime și suma valorilor minime ale razei de curbură a 
curbei date. ; 


24. Să se afle evolventa cicloidei 
z = a(t — sin t), y = a(i — cost) 
și cardioidei 


p =a(1 + cos o). 


1 Exerciţiul 17, cap. I. 
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25. Să se afle evolventele curbelor 
F= ei p etj + Vară, 
F = e“ costi + esinti] + e! k. 


26. În punctul curent M al unei curbe C se duce o normală, care face- 
unghiul ọ (funcție de arcul s) cu normala principală, și pe această nor- 
mală se consideră punctul M* astfel încît segmentul MM* are lungimea: 
constantă l. | 

Să se arate că dreapta MM* este normală și pentru curba C* des- 
crisă de M*. 

Să se determine unghiul q astfel încît tangentele la curbele C și C*, 


în punctele M și M*, să facă un unghi constant V. Să se considere în par- 


ticular cazul V = a 


Indicaţie. Dacă V Æ A (cazul general), unghiul ọ este dat de o ecua~ 


ție diferențială de ordinul întîi, care se transformă într-o ecuație Riccati 
9 


dacă se face transformarea u = tg ai 


27. Curbele 


F = a(t — sin t)i + a(1 — cost)] + 4a cos —-k, 
F = a (3t — È) i + 3a? j +a(31+08)k 


sînt elice. 
28. Să se determine constantele a și b astfel încît ecuația 
F=achti +ashtj + btk 
să reprezinte o elice (elice hiperbolică). 


29. Fie R, 7 și V raza de curbură, versorul tangentei și versorul nor- 
malei principale în punctul curent al curbei C, al cărui vector de poziție 
este F. 

Dacă C este elice, curba C* reprezentată de ecuația 


Ft = aF + b(R7— ds), (a, b constante) 
este de asemenea elice și reciproc. 


30. Dacă normala principală a unei curbe face un unghi constant cu 
o direcție fixă, indicatoarea sferică a tangentelor acestei curbe este elice 
şi reciproc. 


31. Dacă o curbă are un contact de ordinul patru (cel puţin) cu sfera 
osculatoare în punctul curent, curba este sferică. 


32. Locul centrelor de curbură și locul centrelor sferelor osculatoare, 
ale unei elice (cilindrice), sînt elice (cilindrice). 
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33. Fie T locul centrului de curbură Q și I locul centrului Q, al 
sferei osculatoare în punctul curent M al curbei în spaţiu C. 

Dreapta M Q, şi tangenta în Q la IT sînt antiparalele în raport cu 
unghiul M Q 9. i 

Triedrele lui Frenet în M la C și în Q la Tọ au muchiile paralele. 


Indicație. Se arată că, dacă Qg este simetricul lui Q față de Q, 
tangenta în Q la I este perpendiculară pe dreapta M 4%. 


34. Să se exprime arcul, versorii muchiilor triedrului principal, pre- 
cum și curbura și torsiunea într-un punct al unei evolute și unei evolvente, 
ale unei curbe în spațiu C, cu ajutorul arcului, versorilor muchiilor trie- 
drului principal, curburii și torsiunii în punctul corespunzător al curbei C. 


35. Pentru ca normalele principale ale unei curbe C să fie binormalele 
unei curbe C*, este necesar şi suficient ca între curbura și torsiunea curbei C 
să existe o relație de forma 


1 1 1 
a (+ i a (a = const.). 


Indicaţie. Ecuația curbei C* este de forma 
F* = F + av, 


unde F este vectorul de poziție al punctului curent M al curbei C, iar V 
versorul normalei principale în M la C. 


36. Dacă punctele a două curbe se corespund astfel că tangenta într-un 
punct al uneia este paralelă cu binormala în punctul corespondent al celei- 
lalte, prima curbă se numeşte transformata semicombescuriană a celei de 
a douat. : 

1°. Să se arate că, dacă o curbă C* este transformata semicombescuriană 
a unei curbe C, invers C este transformata semicombescuriană a curbei C*, 
iar normalele în puncte corespondente sînt paralele. 

Să se stabilească relația 


RR* = TT*, 


între razele de curbură și razele de torsiune ale celor două curbe. 
2°. Ecuația curbei C fiind 
F = F(s), 


să se obțină ecuația transformatei semicombescuriene C* a curbei C și să 
se exprime arcul curbei C* în funcție de arcul curbei C. 

Indicație. 1°. 7* şi ß fiind versorul tangentei și binormalei în punctele 
corespondente M* și M ale curbelor C* și C, avem 


7* = ep, (e = 4 1). 


1 R. Deaux, Sur les transformées semi-combescuriennes d'une courbe pauche, Mathe- 
sis, XLIX, 1935. i 
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"29. Se raţionează ca la problema 10. Indicînd prin e componenta pe 


“tangenta în M la C, a vectorului MM*, se obţin componentele pe normala 
principală şi binormală, iti cu ajutorul funcţiei arbitrare ọ. 


zona rien) 


est = a + e + To] a(i reia (7 [1+ 2) ds, (a = const.). 


37. Fiind dată curba C 
F = F(s), 
se consideră curba C* 

F* = a$Bds, 


ß fiind versorul binormalei în punctul curent al curbei C, iar a = const. 

Să se arate că una din cele două curbe este o transformată semicom- 
bescuriană a celeilalte, iar dacă una este curbă Bertrand, cealaltă este, de 
asemenea, curbă Bertrand. 


38. Fiind dată curba C 
F = F(s), 


să se determine curba C* prin condiția ca punctele celor două curbe să se 
corespundă astfel încît tangenta în punctul curent M* al curbei C* să fie 
paralelă cu normala principală în corespondentul M al curbei C. Să se 
exprime 'arcul curbei C* în funcţie de arcul curbei C. 

Indicaţie. Se raţionează ca la problema 10. Indicînd prin ọ componenta 
pe binormala în M la C, a vectorului MM*, se obţin componentele lui MM* 
pe tangentă și normala principală cu ajutorul funcţiei arbitrare ọ. 


2% = F — $ — T dọ 7 — de ~ B 
R. F P+ fa s (za Tx y tP, 
est = pp de + [a [a —s—| 2) 2ae 


unde a, b sînt constante, iar e = 1, sau —1, după cum 7* și V au același 
sens sau sensuri opuse. 


39. Fiind dată curba C 


F = F(s), 
se consideră curba C* 
F* = aF + bfBds, (a, b const.). 


Normalele principale în puncte corespondente — ale celor două 
curbe — sînt paralele. 
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Să se exprime curbura și torsiunea curbei C* în funcţie de curbura și 
torsiunea curbei C și reciproc. 

Dacă una din cele două curbe are curbura sau torsiunea constantă, 
cealaltă este curbă Bertrand. 

Dacă una din cele două curbe este curbă Bertrand, cealaltă este, de: 
asemenea, curbă Bertrand. 


40. Să se demonstreze că, dacă o curbă C are torsiunea constantă, 
curba C* reprezentată de ecuaţia 


P* = af + b(Ty— $Bds), 
unde a și b sînt constante, este o curbă Bertrand. 


41. Fiind dată o curbă Bertrand C, să se exprime curbura și torsiunea 
curbei asociate C* cu ajutorul curburii și torsiunii curbei C. 


42, Fie Q şi Q* centrele de curbură relative la două puncte corespon- 
dente M și M*, a două curbe Bertrand asociate C și C*. 


Să se demonstreze că biraportul (MM*00Q*) este constant (teorema 
lui Mannheim). | 


CAPITOLUL IV 
CÎTEVA CLASE DE SUPRAFEȚE 


În capitolele următoare vom trata teoria generală a suprafeţelor. În 
vederea aplicaţiilor privitoare la această teorie, ne ocupăm, în acest capi- 
tal, de cîteva clase de suprafeţe. 


§ 16. Suprafeţe de rotaţie, elicoizi) 


1. Suprafeţe de rotaţie. O suprafaţă de rotaţie este suprafaţa generată 
de o curbă care se roteşte în jurul unei drepte fixe, axa de rotaţie (nesituată 
în planul curbei, dacă aceasta este plană). 

Fiecare punct al curbei generatoare descrie 
un cerc cu centrul pe axa de rotaţie, numit pa- 
ralel, planul în care este situat paralelul fiind 
perpendicular pe axa de rotaţie. Un plan care 
` conține axa de rotaţie taie suprafaţa după o curbă 
numită curbă meridiană. Este ușor de văzut că 
putem considera totdeauna drept curbe generatoa- 
re ale suprafețelor de rotație curbele meridiane. 

Mai putem considera o suprafaţă de rotaţie 
ca fiind generată de un paralel variabil. | 

Să presupunem că axa de rotaţie este 0z. 

Fie u și M raza și punctul curent al parale- 
lului variabil TI, care, sprijinindu-se pe curba 
meridiană C, generează suprafaţa de rotaţie, M’ 
proiecția lui M pe planul z = 0 (fig. 63). 

Cînd M descrie cercul TI, M’ descrie un Fig. 63 
cerc I”, egal cu T, cu centrul în origine. 

Indicînd prin v unghiul (de rotaţie) pe care raza OM’ — a cercului I” — 
îl face cu Oz (egal cu unghiul pe care raza QM — a cercului T — îl face 
cu raza QA paralelă cu Os), avem 


OM' = u (cosvi + sinv]). 


De asemenea, cota M'M a lui M fiind o anumită funcție f(u) de raza u 
a paralelului T, avem 


M'M = f(u) k. 
- Deducem l 
OM = OM' + M'M = u(cosvi + sinvj) + flu) k, 
astfel încît ecuația suprafeței de rotație este 


P = u(eosvi + sinvj) + f(u) k. (1) 


224 Geometrie diferențială 


Curbele coordonate v =-const. sînt curbele meridiane, iar curbele 
u = const. sînt paralelii suprafeței de rotație. 

Curba meridiană corespunzătoare unui unghi v se obține rotind de 
unghiul v, în jurul axei Oz, curba meridiană din planul y = 0 corespunză- 
toare unghiului v = 0 — reprezentată de ccuația 


F= ui + flu). (2) 


Aşa fiind, deducem că ecuaţia (1) a suprafeței de rotaţie poate fi obţi- 
nulă înlocuind pe i — în ecuaţia (2) a curbei meridiane din planul y = 0 — 
prin cosvi + sinv]. 

Punînd u = (4), avem f(u) = f[ẹ(t)] = (0), iar ecuaţia suprafeţei 
de rotaţie se scrie l 


F = ọ(t) (cosvi + sinvj) + p(t) k. | ti’) 


În acest caz curba meridiană din planul y = 0 are ecuaţia 
7 = o (t)i + (i, (2°) 


şi observăm că (1) se poate obţine din (2), înlocuind (ca mai sus) pe £ prin 
cosvi + sinvj. ' 

Să presupunem acum că suprafața de rotaţie se obține rotind o curbă C 
în jurul unei drepte D, al cărei vector director este &, și care trece prin punc- 
tul Mo al cărui vector de poziţie este Fo (fig. 64). 

Un paralel variabil T poate fi considerat ca 
intersecția unui plan perpendicular pe axa de rotaţie 
cu o sferă cu centrul în Mo. 

Ecuațiile paralelului I sînt deci de forma 


(F — Fo)? = À, 
Fă = p, | e 
A şi u fiind doi parametri variabili. 
Din faptul că paralelul generator I se sprijină 


pe curba C, rezultă că A și u sînt legaţi printr- o 
anumită relaţie 


Pig. 64 F (à, u) = 0. (4) 


Eliminînd pe à și p între ecuaţiile (3) și (4), obținem ecuaţia suprafeţei 
de rotaţie C 


F(S, P) = 0, (5) 
unde 


S = (F — R)? (0 — 1)? + (y — Yo)? + (z — 20), 


P = Fā = ls + my + nz, 


l, m, n fiind componentele vectorului director â (parametrii directori ai 


dreptei D). 
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În cazul particular cînd axa de rotație este 0z, putem considera para- 
lelul generator I ca intersecția unui cilindru de rotație în jurul axei Oz cu 
un plan paralel cu planul z = 0. 

Ecuațiile paralelului I sînt astfel de forma 

2 +H y= z=, 
de unde rezultă că ecuația suprafeței de rotație este de forma 


F( + y’, z) = 0, (6) . 


sau de forma echivalentă! 
fla + až, z) = 0. (7) 
Dacă facem în (7) y = 0, obținem ecuația 
f(z, z) = 0, (8) 


a curbei meridiane situate în planul y = 0. 
Observăm că putem obține ecuația (7), a suprafeței de rotație, înlocuind 
pe x, în ecuaţia (8) a curbei meridiane din planul y = 0, prin Va + sf. 


Aplicaţii. I. Să se obţină ecuaţia torului (suprafaţa generată de 
un cerc care se rotește în jurul unei axe din planul său). 


Să considerăm axa de rotaţie drept axă Oz și drept plan z0y 
planul cercului C descris de centrul cercului meridian (fig. 65). 

Fie a raza cercului C și b raza 
cercului meridian. 

Dacă indicăm prin u unghiul — 
cu Oz — al razei cercului meridian 
din planul y = 0, prin punctul curent 
al cercului, ecuaţia acestui cerc este 


F = (a + bcosu)i + bsinuă. 


Ecuația torului dat se obţine 
înlocuind în ecuaţia acestui cerc pe i 
prin cosv2 + sinvj: 


7 = (a + bcosu) (cosvi + 
+ sin J) + bsinuă. Fig. 65 


II. Să se obţină ecuaţia suprafeţei de rotaţie generată de o dreaptă D 
neparalelă cu axa de rotaţie. 


Fie Do una din poziţiile dreptei D. Alegem triedrul de coordonate astfel 
încît axa de rotaţie să fie axa 0z,- iar perpendiculara comună a axei de 
rotaţie și a dreptei D să fie axa Oz. 


r 


1 Primul membru al ecuaţiei (6) fiind funcție de z2+g2, putem tot atît de bine 
să spunem că este funcție de Vaz? + ză. 
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Așa fiind, dreapta Do taie axa Oz într-un punct A(a, 0, 0) şi este para- 
lelă cu planul z = 0, încît ecuaţiile acestei drepte sînt de forma 


z=a, ; 
z= my, (Do) 


m Íiind o constantă nenulă, finităl. 
Ecuațiile unui paralel variabil I' sînt de forma 


æ + y? = À, 
z= y. (T) 
Paralelul generator sprijinindu-se pe dreapta Do, ecuațiile (Do) și (T), 
în x, Y, z, sînt compatibile. 
Leia seamă de a doua ecuaţie (T), din a doua ecuație (Do) rezultă 
y = È. Scriind că prima ecuaţie (I) este verificată pentru s = a, y = È, 
m m 


z = u, obținem condiția de compatibilitate a ecuațiilor (Do), (T) 


Eliminînd între aceasta și ecuațiile (T) pe à și u, obținem ecuația 


EY API +y’ z — 1=0, 
a ma 


a suprafeței de rotație generate de dreapta D. 
Această suprafață este un hiperboloid de rotație cu o pînză. 


2. 'Elicoizi. Se numește elicoid suprafața generată de o curbă care este 
supusă unei mișcări de rotație în jurul unei axe şi — totodată — unei miş- 
cări de translație în lungul aceleiași axe, proporțională cu mărimea rotației. 

Unui elicoid fi este astfel asociată o suprafață de rotație: suprafața ce 
se obține rotind curba generatoare a elicoidului, în jurul axei acestuia, 

Pentru a obține ecuaţia unui elicoid a cărui axă este 0z, este de ajuns, 
în virtutea definiției, v fiind unghiul de rotație, iar h constanta de propor- 
ționalitate, numită parametrul elicoidului, să adăugăm termenul hvk vecto- 
rului de poziție al punctului curent al suprafeței de rotație asociate. 

Ecuația unui elicoid a cărui axă este Oz este deci de forma 


F = ulcosvi + sin v j) + [f(u) + ho)k (9) 


sau 


F = ọ(t){cos vi + sinv j) + [p(t) + hv]k. -  (9') 


1 Cazurile m=0 şi m= co sînt banale. În primul caz, dreapta D este perpendiculară 
pe axa de rotaţie Oz şi mătură porţiunea — din planul z=0 — exterioară cercului cu 


centrul în O, şi raza OA. 
În al doilea caz, D este paralelă cu Oz, încit generează un cilindru de rotaţie. 
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Aplicaţie. Să se obţină ecuaţia elicoidului generat de o dreaptă 
care se sprijină pe axa de rotaţie. 


Considerînd axa de rotaţie drept axă Oz, putem presupune că gene- 
ratoarea, în poziţia corespunzătoare unghiului = 0, trece prin origine și 
este situată în planul y = 0. Aceasta înseamnă că ecuaţia 


F = ui + flu, 


obținută din (9) făcînd v = 0, trebuie să reprezinte o dreaptă care trece 

prin O și este situată în planul z0z, ceea ce nu are loc decît dacă f(u) = mu, 

m fiind o constantă finită. | 
Rezultă că ecuaţia elicoidului: căutat este 


F = u(cosvi + sinv]) + (mu + hv)k. 


Familia de curbe coordonate u = const. este formată din elice circulare, 
situate pe cilindri de rotaţie care au ca axă de rotaţie axa Oz, iar familia 
v = const. este formată din generatoarele rectilinii (diferitele poziţii ale 
dreptei care generează elicoidul). 

n cazul particular cînd generatoarea este perpendiculară pe axa 0z, 
ceea ce are loc dacă m = 0, elicoidul poartă numele de elicoid drept cu plan 
director, fiind reprezentat de ecuaţia 


- F = u(cosvi + sinvj) + hvă, 
obținută, făcînd m = 0 în ecuaţia precedentă. 


$ 17. Suprafeţe riglate 


3. Definiția şi ecuaţia unei suprafeţe riglate. Se numește suprafaţă riglată 
o suprafaţă generată de o dreaptă variabilă care depinde de un parametru. 

Fie o dreaptă D, al cărei vector director este &, și care trece prin 
punctul Mo al cărui vector de poziţie este Fo. 

Ecuația dreptei D este 


F = F tH uã, 


unde u este un parametru variabil. 
Să presupunem că vectorii Fo și ă sînt funcții de un alt parametru v: 


Fo = Fo(v), & = â(v). 


Cînd v variază, punctul Mọ variază, descriind o curbă Co, a cărei ecuație 
este 


F = Po(0). (10) 


Dreapta D variază de asemenea, descriind o suprafaţă riglată S. 
Ecuația vectorială a suprafeţei riglate S este astfel 


F = Folv) + uâ(o), (11) 


15* 
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deci ecuaţiile ei parametrice sînt 
L = Za) + ultv), 
Y = yol) + um), (11% 


z= z(o) + un(o), 


unde sov), Yo(V), zo(u) sînt coordonatele punctului Mo, iar l(v), m(v), n(v) 
sînt componentele vectorului director â (parametrii directori ai genera- 
toarei D). 

Observăm că ecuația (11) este liniară în raport cu parametrul u. 

Invers, o ecuație vectorială de forma (11), liniară în raport cu unul 
din parametri, reprezintă o suprafață riglată: suprafața generată de dreapta - 
variabilă D al cărei vector director este â(v) și se sprijină pe curba Co, repre- 
zentată de ecuaţia (10). 

Curba Co, dată de ecuaţia (10), pe care se sprijină generatoarele supra- 
feţei riglate (11) (dreptele cu care coincide succesiv dreapta variabilă D 
cînd generează suprafaţa), se numește curba directoare a suprafeţei. 

Curbele coordonate v = const. ale suprafeţei riglate (11) sînt genera- 
toarele, 

În ceea ce priveşte familia de curbe coordonate u = const., observăm 
că această familie conţine curba directoare Co, care corespunde valoriiu=0. 

n cazul particular, cînd — în ecuaţia (11) — funcţia vectorială â(v) 
este o constantă (un vector constant) sau verifică relaţia 


âXxă'=0, 


generatoarea suprafeţei riglate reprezentate de (11) păstrează aceeași direc- 
ție?. Suprafaţa este un cilindruă. 

Dacă ā(v) nu verifică relaţia precedentă, însă 7(y) este constant, curba 
directoare Co degenerează într-un punct fix Mọ. Generatoarea suprafeţei 
trece prin Mo, însă direcţia ei variază o dată cu v. Suprafaţa riglată este un 
cont cu vîrful în Mo. 


1 În cazul cînd generatoarele rectilinii nu constituie una din familiile de curbe 
coordonate ale suprafeței riglate, ecuația suprafeței nu este liniară în raport cu unul 
din parametri. 

2 v. cap. II, $7, 8, lema I. 

3 Generatoarea cilindrului poate fi dată ca intersecția a două plane variabile P=), 
Ps=u, paralele cu două plane fixe. P =Fã;—p,= 0, P} = Fâz—ps=0, iar legea de mişcare 
a generatoarei printr-o relaţie F(A, u) = 0. Prin eliminarea parametrilor >, u, se obţine 
ecuaţia implicită F(P,, Pa) = 0 a cilindrului. 

4 Suprafaţa riglată (11) poate fi con şi în cazul cînd Fo(u) nu este constant, cum vom 
vedea ulterior. 

Dacă vîrful conului este dat ca intersecţia a trei plane P;aFfăâ;i—p;= 0, (i= 1,2,3), 
generatoarea ca intersecţia a două plane variabile trecînd prin virf, P.—APa = 0, Ps—u Pg = 
= 0, iar legea de mişcare a generatoarei printr-o relaţie F(A, u) = 0, rezultă că ecuaţia 
Pi P 
Ps P, 
con este Sa o funcţie omogenă O(P,, Pa, P3) în polinoamele P,, P3, P; (liniare în F, deci 
în v, y, z). 


implicită a conului este F ( ) = 0. Primul membru al ecuației implicite a unui 
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Este interesant de asemenea de menționat și cazul cînd Fo(9) şi â(v) 
nu sînt constanţi, însă a(v) — nepăstrînd direcţia fixă — verifică relaţia 


(aa'a") = 0. 


În acest caz, generatoarea rămîne paralelă cu un plan fix!, care se numeşte 
planul director al suprafeţei, suprafaţa însăși numindu-se suprafaţă cu plan 
director. 

O suprafaţă cu plan director a cărei generatoare se sprijină pe o dreaptă 
fixă se numește conoid2. 

Se poate întîmpla ca vectorii Fọ(v) şi â(v) să fie liniari în raport cu v. 
În acest caz, ecuaţia (11) se scrie sub forma 


F = ão + uă, -+ v üz + uv z, 
unde o, â,, a; da sînt vectori constanți. 


Dacă â,, z, a sînt coplanari, suprafața este un plan, iar dacă nu sînt 
coplanari, suprafața este o cuadrică?, şi anume un paraboloid hiperbolice, 
planele vectorilor &, â3 şi ə, ā fiind planele directoare ale paraboloidului. 
Paraboloidul este echilater, dacă planele directoare sînt perpendiculare, 


4. Proprietăţile planului tangent. Planul tangent într-un punct regu- 
lat M, de coordonate curbilinii u, v, al unei suprafeţe, conţine — cum știm — 
vectorii F„, F„, tangenţi respectiv la curbele coordonate v = const. și u = 

= const. care trec prin M. În cazul suprafeţei riglate (11) avem 


F,=ă, PR =R puð, 


unde F, și ă' sînt derivatele — în raport cu v — ale vectorilor Fo și &. 

Planul tangent în M, conținînd vectorul director â al generatoarei 
prin M, conține generatoarea. 

Putem deci enunța propoziţia: 

Planul tangent într-un punct al unei suprafeţe riglate conține genera- 
toarea ce trece prin acest punct. 

Să calculăm vectorul normal Ñ în punctul M(u, v). 

Avem 

N = F,XF, = āX(ř, + uã'), 
adică 
N =āãXř + uāxä'. (12) 

Presupunînd acum 7 constant și lăsînd pe u variabil, punctul M descrie 

o generatoare D a suprafeței riglate. 


1 v. cap. II, $7, 8, lema II. 

2 Dacă planul director este dat prin ecuația P=fâ—pi=0, iar dreapta fixă prin 
ecuațiile P;=Fã—p=0, P;=Fä 3—Ps=0, generatoarea conoidului este reprezentată 
prin ecuaţiile P,=A, Ps—uPs=0, încît, legea de mişcare a i lua fiind exprimată 


prin relaţia F(A, u)=0, ecuaţia implicită a conoidului este F|P,, — F = 0. 


3 Cum se vede dacă se trece la ecuaţiile parametrice (scalare) ale suprafeţei și se 
elimină u, v între ele. 
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„Vectorii & X Fo şi ăXă' sînt constanţi (v fiind presupus constant). 
Cum vectorul normal N se obține adunînd vectorul constant â X 7; cu vec- 
torul variabil uğ X ã', coliniar cu âXă', înseamnă că, dacă vectorii 
ăX Fo şi âXă' sînt coliniari, sau unul din ei este null, N păstrează aceeași 
direcţie cînd u variază (cînd M descrie generatoarea D), deci planul tangent 
rămîne același în lungul generatoarei. 

O suprafaţă riglată se numește suprafață desfăşurabilă dacă planul 
tangent rămîne același cînd punctul de contact. descrie o generatoare oare- 
care a suprafeţei. 

Vom stabili teorema: 


Pentru ca o suprafaţă riglată (11) să fie desfășurabilă, este necesar şi sufi- 
cient să avem identitatea 


(7 da) =0. | (13) 


În adevăr, să presupunem că suprafaţa (11) este desfășurabilă. Aceasta 
înseamnă că vectorul normal N păstrează aceeași direcţie în lungul unei 
generatoare D (oarecare), deci vectorii 2 X F şi â X â' sînt coliniari. Însă 
vectorii GXfFp și & X ā' fiind coliniari, vectorii řọ, Â, â' (pe care & X Fo, 
d X ă' sînt perpendiculari) sînt coplanari, ceea ce înseamnă că produsul lor 
mixt este nul: relaţia (13) este verificată. | 

Vectorul ÎN păstrează aceeași direcţie în lungul unei generatoare D 
(oarecare)- şi în cazul cînd unul din vectorii X Fp âXă' este identic 
nul. Deoarece 

(Fa āū) = Pä x â') = — (ā X Fă, 
identitatea. (13) este verificată și în acest caz. _ 

Invers, dacă identitatea (13) este verificată, vectorii 7, ă, ă' sînt copla- 
nari, deci vectorii & X 7) și âXă' sînt coliniari sau unul din ei este nul: 
vectorul N păstrează aceeași direcţie cînd M descrie o generatoare D (oare- 
care), deci suprafaţa este desfășurabilă. Teorema este complet demonstrată. 

O suprafaţă riglată (11), nedesfășurabilă, poate avea una sau mai multe 
generatoare astfel încît planul tangent să fie acelaşi în lungul fiecăreia din ele. 
Aceste generatoare excepţionale se numesc generatoare staționare și corespund 
rădăcinilor ecuaţiei 

(Poăă') = 0. 

Să presupunem că suprafața riglată (11) nu este desfășurabilă şi că 
punctul curent M(u, v) descrie o generatoare nestaţionară D, care se sprijină 
în punctul M, pe curba directoare Ce a suprafeţei. 

Vectorul normal A fiind dat de formula (12), să considerăm vectorii 
egali cu âXf, și X ă', perpendiculari pe generatoare și constanţi (v fiind 
constant), precum și vectorii egali cu u X ăâ' și N, variabili (u fiind varia- 
bil), cu originile într-un punct Q al generatoarei (fig. 66). Este clar că, 
atunci cînd u crește de la — oo la + co, extremitatea vectorului egal cu N 


1 Excludem din consideraţie cazul cînd ambii vectori âX Fa, âX ă' ar fi nuli, deoa- 
rece N însuşi ar îi nul și punctele generatoarei D ar îi puncte singulare. Despre genera- 
toare spunem, în acest caz, că este singulară. 
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(cu originea în Q) descrie — în același sens — o paralelă cu â X &', vectorul 

însuși rămînînd de o parte a lui ă X F} cînd u crește prin valori negative, 

și de cealaltă parte cînd u creşte prin valori pozitive. Deducem că, atunci 

cînd u crește de la —oo la + oo, deci cînd punctul M descrie în același sens 

generatoarea considerată!, direcţia vectorului normal N se rotește de 180°. 
n ceea ce privește planul tangent, rezultă propoziţia: 


Dacă punctul de contact al planului tangent la o suprafaţă riglată nedesfă- 
şurabilă descrie o generatoare nestaţionară, planul tangent se rotește de 180° 
în jurul generatoarei. 


5. Punct central, plan central. Linie 
de stricțiune. Plan asimptotic. Să consi- 
derăm o suprafaţă riglată S 


P = Fo (0) + uā (0), (14) 
diferită de un cilindru, ceea ce înseamnă 
că avem relația 
dxXă'=F0, 

și — pe această suprafaţă — două gene- 
ratoare apropiate D și D' corespunzătoare 
valorilor (apropiate) v și v’. Fie M și M’ 
punctele în care generatoarele D și D’ 
sînt tăiate de perpendiculara comună. 

Vom demonstra că, atunci cînd generatoarea D’ tinde către genera- 
toarea D, deci cînd v’ tinde către v, punctul M are o limită M., care se numeşte 
punctul central al generatoarei D. 

În adevăr, M şi M’ corespund, pe D și D’, la două valori u și u’, amîn- 
două aceste valori depinzînd de v și v’. Vectorii de poziţie ai punctelor M 
și M’ fiind respectiv Fo(0) + uā(v) și 7o(v) + u'â(v'), deducem 


MM' = Fa (0) — Fo (v) + u'atv)—uătv), 


deci 
MM’ — Po (9) — Fo (o) u’ —u _, , ā(v) — ā{v) 
S Rp a) aM, (15) 


v — v v —v —v v'—v 


Deoarece vectorul MM’ este situat — prin ipoteză — pe perpendiculara 
comună a generatoarelor D și D’, avem 


a(0)- MM' =0, atv). MM' =0, 
deci și i 
[a (07) — â(0)]- MM' = 0. 
1 Din ecuaţia (11) deducem 
[F— Pol = lulelăl: 


Înseamnă că, dacă orientăm pozitiv generatoarea în sensul în care este descrisă 
de punctul curent M, cînd u creşte, avem relaţia 


MM = u|ă|. 
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Dacă înmulţim scalar — succesiv — ambii membri ai relaţiei (15) cu & 
„ălv)—ăţv) . 
i ————— şi punem 
v —v 


lim = ZT* = u, limu = te 
vev V — v v-v 
obținem, făcînd pe v' să tindă către v, sistemul 
a; + u8 + uãā' = 0, (16) 


unde accentul indică derivate în raport cu v. 

Valorii ue al lui u, dată (împreună cu u,) de acest sistem, îi corespunde 
punctul central al generatoarei D. 

Determinantul coeficienţilor necunoscutelor u, şi u, este 


=9 puey > 
ā& aă e e 

= gä" — (a'y. 
=>) 19 
aă' ă 


În virtutea identității vectoriale (a lui Lagrange) 

| a2b2 — (ad) = (axd), 
avem 
aa — (aa = (axa. 

Prin urmare, în ipoteza că suprafaţa S este diferită de un cilindrul, 
putem rezolva sistemul (15) în raport cu ua şi ue 

Ținînd seamă și de identitatea vectorială 

(ab) (2 d) — (ad) (bē) = (āxēč) (b xà), 
obţinem ? | 
æ x p’ - -/ 
pi lea Xa), (47) 
(ā x g’)? 

1 Este posibil ca pe suprafața S, diferită de un cilindru, să existe generatoare pentru 
care să avem X ă' = 0. Excludem din considerație aceste generatoare. 

2 Dacă suprafața riglată este nedesfăşurabilă şi excludem din consideraţie gene- 
ratoarele staționare, ceea ce înseamnă că presupunem îndeplinită condiţia (F6 &ã’)Æ0, 
putem obține pe u, raționînd astfel: 

Observăm că sistemul (16) se scrie încă 


ä (Fo + u + ug’) = 0, 
(Fo + u ā + ucã) = 0. 
Deducem că vectorul 76 -+ u, & -+ ucã’, nenul în virtutea condiției precedente, este 


perpendicular pe & şi &', deci paralel cu & X ã’. În consecință, vectorul & X (76 + u, ë + 
+ ucă')=ăXFyt+ucâXă' este perpendicular pe äX ă', deci avem relaţia 


(a x P+ ucāxāã)(a x)=. 


De aici se obține pentru u. aceeaşi expresie ca şi mai sus. 
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Deducem că vectorul de poziţie al punctului central M, este 
F = Fo + Ue ă, 
adică 
Do (axrlaxa_ 
F = Po — — n l. 18 

Locul geometric al punctelor centrale ale generatoarelor unei supra- 
fețe riglate se numește linia de stricțiune a suprafeței. 

Relaţia (18), unde presupunem v variabil, este ecuația liniei de stric- 
ţiune a suprafeței riglate S, (17) fiind ecuaţia în coordonate curbilinii a 
liniei de stricțiune. 

Putem alege — drept curbă directoare a suprafeței — linia de stric- 
iune. Pentru aceasta observăm că putem scrie ecuația (14) sub forma 


F = (Po + u) + (u—uo)ă, 


u, fiind dat de formula (17). 
Făcînd transformarea de parametru 


u* = u — u, 
şi punînd 
F = Fo + u.ă, 


ecuaţia suprafeţei se scrie 


— pt z 
F = ři + u*ā, 
şi se vede că, acum, curba directoare este linia de stricțiune 


| F= Ñe 

Să presupunem acum că suprafața riglată S — reprezentată de ecuația 
(14) — este nedesfăşurabilă și să considerăm o generatoare nestaţionară D 
a suprafeţei, corespunzătoare valorii v. 

Dacă u — co, punctul curent M al generatoarei D tinde către punctul 
de la infinit (punctul impropriu) al generatoarei, iar planul tangent în M 
tinde către un plan Poo, numit planul asimptotic al generatoarei. Direcţia 
vectorului normal N =ăâXFy+uâxXă' tinzînd către direcţia vectorului! 
âXă', înseamnă că planul asimptotic (care — evident — conţine genera- 
toarea) este perpendicular pe vectorul ăXă'. 

Planul tangent rotindu-se de 180° în jurul generatoarei, cînd punctul 
de contact descrie în același sens întreaga generatoare, înseamnă că pe 
generatoarea D există un punct Mọ astfel încît planul tangent Po în Mo 
este perpendicular pe planul asimptotic Poo, deci conţine vectorul & x ã’. 
Valoarea lui u căreia-i corespunde Mg este deci rădăcina ecuaţiei 


(âXF,+uăxă)(axăa)=0. 


: Ă A. D ni . | 
1 Direcţia lui N este aceeaşi cu direcția vectorului —ăâXFy+ăâxă. 
u 
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Cum de aici se obţine pentru u aceeași valoare ca și cea dată de (17), 
înseamnă că My coincide cu punctul central M, al generatoarei D. 

Prin urmare, numind plan central al unei generatoare planul tangent 
în punctul central al generatoarei, putem enunţa propoziţia: 


Planul central al unei generatoare nestaţionare a unei suprafeţe riglate 
nedesfăşurabile este perpendicular pe planul asimptotic al generatoarei. 


6. Formula lui Chasles. Parametru de distribuţie. Să presupunem că, 
pentru suprafaţa nedesfășurabilă (14), curba directoare Co este linia de stric- 
ţiune. În acest caz, vectorul de pozi- 
ţie al punctului central M, al unei gene- 
ratoare D, corespunzătoare valorii v, se 
obţine făcînd u = 0 în (14), încît vectorul 
normal N, în M, la suprafaţă (fig. 67), 
perpendicular pe ăâXâăâ'”, este egal 
cu âX Fo- | 

Indicînd prin « unghiul pe care-l 
face cu Ne vectorul normal N = â X F+ 
+uă x â' — în punctul curent al generatoarei D— și convenind ca a să fie 
pozitiv sau negativ, după cum u este pozitiv sau negativ, deducem formula 


ulâăxă'| 
TAES ; 19 
8 Jā x Fol ( ) 


În ipoteza (în care ne-am situat) că linia de stricțiune este curba direc- 
toare a suprafeţei, avem 


MM =ulă|. 


Dacă punem 


t = MM =ulă|, 


— ceea ce înseamnă că t este coordonata-abscisă pe „generatoare, originea 


acestei coordonate fiind punctul central —, suie şi 
P DS a (20) 


din formula (19) obținem formula lui Chasles 


tga = —. (24) 
-P 

Cantitatea p, funcție de parametrul v, și ca atare diferită — în general — 
de la o generatoare la alta, se numește parametrul de distribuţie al supra- 
feţei. Parametrul de distribuţie, fiind asociat unei generatoare nestaţionare, 
este diferit de zero şi finit. În adevăr, dacă am avea p = 0 sau p = co, ar 
rezulta â X ă' =0sauâxî,=0, deci și (Fā) = 0, încît generatoarea 

ar fi staţionară. 


1 Evident, excludem din consideraţie acele generatoare pentru care vreunul din 
vectorii Fo, ă, â' nu ar îi finit. 
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În virtutea formulei lui Chasles [sau formulei (19)], corespondenţa 
dintre planele tangente la o suprafaţă riglată, printr-o generatoare nesta- 
ționară, şi punctele de contact ale acestor plane, este proiectivă. Înseamnă 
că biraportul a patru puncte ale unei generatoare nestaţionare a unei suprafeţe 
riglate este egal cu biraportul planelor tangente în punctele considerate. 

Rezultă că, dacă se cunosc planele tangente în trei puncte ale unei gene- 
ratoare (nestaţionare), se poate construi planul tangent în orice punct al 
generatoarei. 


Se poate da o altă definiţie geometrică parametrului de distribuţie. 
Anume, vrem să arătăm că, dacă e este unghiul — pozitiv — al generatoarelor 
apropiate D și D’ corespunzătoare valorilor v și v’, iar 8 lungimea — de 
asemenea pozitivă — a segmentului MM’, determinat de picioarele perpen- 
dicularei comune a generatoarelor D și D’, avem formula 


lim È = p. (22) 
vv E€ i 
În adevăr, u și u' fiind valorile corespunzătoare punctelor M şi M’, 
obținem, ţinînd seamă de (15) 


lim òè = lim Fo (0°) — Fo (0) u—u â (v”) + 
v-v |v — o| vo v — y v — y 
+ uI] = | ao) + uzate) + ud o) 


unde (ca mai sus)! 


De asemenea avem 
— Lălv) x â(v) |, 


sine 
lā{v)l. ab)! 
încît 
atu) 2) — at) 
lim e E sine _—_ y v —v z 
v-v [vw —v]| vo | v—o | vv lē (v) | Ra |ă(””) 
_ Lzlu) x2"(0)], 
lā (v) |? 
Deducem 
A E E A A (23) 
v-v € lăxă'| 


Cum însă, în virtutea primei ecuaţii (16), vectorii & și F6 + u8 + uã' 
) 0 1 c 
sînt perpendiculari ?, ici precedentă se mai scrie 
ina — lâl: lâl-lâxPokucăxăl, 
v-v E jā xg l 


1 Valorii uc îi corespunde (cum ştim) punctul central al generatoarei. 
3 v. nota de la p. 232. 
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Dacă linia de stricţiune este curba directoare F = Fo() a suprafeţei, 
avem u, = 0, încît relaţia precedentă devine 


8 â|l-lax7 
lim È = ël la x žl, 
£ v-v E€ lâxă'| 


iar de aici, ţinînd seamă de (20), rezultă formula (22), care dă interpretarea 
geometrică a parametrului de distribuţie și pune astfel în evidență caracterul 
intrinsec al acestei „cantităţi. 

Ținînd seamă că vectorii (nenuli) F+ u, + u,ã şi axă ' sînt paraleli, 
din(23) deducem 


lim © = Æ llaäaxa’) (for mă t ua) _ llaa, 
v-v € (a x a) (a se PT 
Obţinem astfel pentru parametrul de distribuție formula 
a. (raa) | ' 
d axa) ? (24) 


valabilă în cazul general, cînd linia de stricţiune nu este neapărat curbă 
directoare a suprafeţei. 

Aplicaţie. Să se determine linia de stricţiune și să se scrie formula 
lui Chasles pentru elicoidul drept cu plan director 


F = ucosvi + usinvj + hvk, (h >0). 


Ecuația suprafeței este de forma (14), unde 


Fo = hvk, ā = cosvi + sinvj. 
Deducem 
ā XF, = hcosvi + hsinvj, âxă' = k, 
(a X 7)(axă) = 0, 
încît linia de stricţiune este curba directoare u = 0, reprezentată vectorial 
de ecuaţia 
F = hvk, 

adică axa 0z. 

Deoarece 

ă| = 1, |8 X Fl = h, |ēä x ' | = 

avem p = h, încît formula lui Chasles, pentru elicoidul dat, este 


t 
tea = —. 
8 h 


7. Alte definiții ale planului central, punctului central şi parametrului de 
distribuţie. Faptul că planul central al unei generatoare nestaționare a uhei 
suprafeţe riglate este perpendicular pe planul asimptotic al generatoarei 
mai poate fi exprimat astfel: 


1 v. nota de la p. 232, 
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Planul central al unei generatoare nestajţionare a unei suprafeţe riglate 
(nedesfășurabile) este corespondentul planului asimptotic al generatoarei, în 
involuţia de plane tangente ortogonale trecînd prin generatoare. 


În virtutea corespondenţei proiective între planele fasciculului avînd 
ca axă generatoarea (tangente suprafeţei riglate) și punctele generatoarei 
(puncte de contact ale planelor tangente), involuţiei de plane ortogonale 
considerate îi este asociată o involuţie pe generatoare. Înseamnă că punctul 
central al generatoarei este punctul central al involuţiei pe generatoare. 

Vectorii normali în punctele corespondente (curente) M, M* — în involu- 
ţia pe generatoare — fiind respectiv 

N =āxřñ +uāxä', 
N* =āxř, + u*āīxã, 
deducem că Guata involuției pe generatoare, deci și a involuției de plane 
ortogonale, este 


(â x ă'uu* + (ā X F) (X ā') (u + u*) + (ã X P)? = 0. (25) 
Rezultă că punctul central corespunde valorii 
(2 x F6) (ā x ā') 
(â x a): 


u = — 


aceeaşi cu cea dată de relația (17). 

Presupunînd că linia de stricțiune (locul punctelor centrale) este curbă 
directoare F = Fo(v), a suprafeţei riglate, introducînd abscisele (pe gene- 
ratoare) 

t = u|], t* =u*jă], 
ale punctelor M, M* (originea fiind punctul central al generatoarei) şi ţinînd 
seamă de (20), ecuaţia (25) se scrie 


ttt! +p2=0. 


Deducem că parametrul de distribuție este egal cu rădăcina pătrată a valorii 
absolute a puterii involuţiei planelor ortogonale tangente trecînd prin genera- 
ioarea curentă (nestaţionară) a suprafeţei rigiate. 


8. Suprafeţe desfăşurabile. Ne propunem să facem o clasificare a supra- 
` feţelor desfăşurabile. În acest sens vom demonstra teorema: 


O suprafaţă desfăşurabilă poate fi cilindru sau con sau poate fi generată 
de tangentele unei curbe în spațiu. 


În adevăr, știm că o suprafaţă riglată 
F = Falo) + uā(v) - (26) 
este (prin definiție) desfășurabilă dacă vectorul normal 
N=axf+uăâxă 
păstrează aceeaşi direcţie în lungul unei generatoare oarecare a suprafeţei. 


Aceasta are loc dacă unul din vectorii âXă' şi âXF, este nul sau dacă 
„aceşti vectori sînt coliniari. 
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Să presupunem în primul rînd 


În virtutea unei propoziţii stabilite anteriori, direcția lui ă este fiză. 

Vectorul director ă avînd direcţia fixă, generatoarele suprafeţei păstrează 
aceeași direcţie. Suprafaţa desfășurabilă este un cilindru. 

Să presupunem acum 


ăXF=0. 


Aceasta are loc dacă F) = 0, sau dacă ă și F, sînt coliniari. În primul 
caz, deducem Fa = const., deci curba directoare se reduce la un punct Mọ (al 
cărui vector de poziţie este 79), prin care trec toate generatoarele suprafeţei. 
Suprafaţa desfăşurabilă este un con cu virful în Mo. 

„În al doilea caz avem 


ā = A Fy 
à fiind un scalar. Dacă facem schimbarea de parametru 
uà = U, 
ecuația(26) a suprafeței se scrie 
F = Fa (0) + wP, (0) 
sau, schimbînd notația (punînd u în loc de w): 
F = Fo (v) + uñ (0). (27) 


|Generatoarea D, care trece prin punctul Mo — al cărui vector de pozi- 
ție este Fọ(v) — situat pe curba directoare Co 


F = Fo (v), 


are drept vector director vectorul F, (9), situat pe tangenta în Mo la Co, deci 
D coincide cu tangenta. Suprafaţa desfășurabilă este generată de tangentele 
la curba în spaţiu? Co. 

Reciproc, tangentele unei curbe în spaţiu Co generează o suprafaţă desfă- 
şurabilă. _ 

În adevăr, vectorul normal Ñ în punctul M(u, v) al suprafeţei (27), 
generată de tangentele la curba Cy, este 


N = ui x h: 


Dacă variază numai u (v rămînînd constant), M descrie o generatoare 
D, tangentă în punctul Mọ (0, v) la curba Co. Cum vectorul N păstrează în 
acest caz direcţia fixă, planul tangent rămîne același în lungul generatoarei: 
suprafaţa este desfășurabilă. Însă planul tangent conţine vectorii F}, Fe și 


1 v. cap. II, § 7, 8, lema I. 
2 În cazul banal cînd curba C este plană, suprafața desfăşurabilă se reduce la 
planul curbei sau o porțiune a acestui plan. 
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știm că planul osculator într-un punct (cu tangentă nestaţionară) al unei 
curbe în spaţiu conţine derivatele de primul şi al doilea ordin ale vectorului 
de poziţie al punctului. 

Așadar, planul tangent în lungul unei generatoare a suprafeţei desfăşura- 
bile (27) coincide cu planul osculator la curba directoare Co, în punctul de contact 
al generatoare:. 

Suprafaţa desfășurabilă (27) apare astfel ca înfășurătoarea planelor - 
osculatoare ale curbei directoare Co, încît putem enunţa propoziţia: 


Infășurătoarea planelor osculatoare ale unei curbe în spaţiu este o supra- 
faţă desfăşurabilă, dreptele caracteristice (generatoarele suprafeţei) fiind tangen- 
tele curbei, iar muchia de întoarcere curba însăşi. 


Relativ la suprafaţa desfășurabilă (27), să facem încă observaţia (utilă 
pentru ceea ce urmează) că, în virtutea ecuaţiei (20), linia de stricțiune 
coincide cu muchia de întoarcere (curba directoare) Co. 

În sfîrșit, să presupunem că, suprafaţa (26) fiind desfășurabilă, vectorii 
nenuli âXF'o9 și âXă' sînt coliniari. 

Ecuația (26) se poate scrie 

F = (Fo + ucâ) + (u—uoă, (28) 
u, fiind dat de relația (17). În ceea ce privește această relație, observăm 
că se poate scrie 
(â x â') (î X Fo + ux ã') = 0, 
iar de aici, în virtutea ipotezei relative la & X 7, și â X â', rezultă relația 
āXřy + uāxä = 0. (29) 


Dacă linia de stricțiune degenerează într-un punct Mọ, ceea ce are loc 
dacă vectorul Fo + ucă este constant, suprafața este un con cu vîrful în Mo. 
Să ne situăm în ipoteza că linia de stricțiune nu se reduce la un punct. 
Avem 

d /a - = = E 
Sa (Fo + ucă) = Fo + wā + uā' 
v 


și ținînd seamă de (29), obținem 


ă XA (Fa + u) = 0. 
dv 


a [YI .. pen Lă d .- A . Lă . . 
Înseamnă că vectorii â şi 2 (Fo + uă) sînt coliniari, deci 
A v 


à fiind un scalar. 
Punînd 


Fo + ucă = FE, A (u — u) = u*, 
ecuația (28) se serie 


iar aceasta este de forma (27). 


A 


E Pi _ g 
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Așadar, dacă vectorii nenuli â X F şi âXă' sînt coliniari, iar linia de 
stricțiune a suprafeței desfăşurabile (26) se reduce la un punct, suprafața este 
un con. 

Dacă însă linia de stricțiune nu se reduce la un punct, suprafaţa este gene- 
rată de tangentele liniei de stricțiune. 


Se știe, din geometria elementară, că un cilindru şi un con pot fi desfă- 
şurate (întinse) pe un plan, fără dilatări sau rupturi. Aceeaşi proprietate are 
o suprafaţă desfășurabilă generată de 
tangentele unei curbe în spaţiu. 

În adevăr, fie S suprafaţa generată 
de tangentele unei curbe în spaţiu C 
(fig. 68). Pe arcul regulat AB al curbei, 
fie, dinspre A spre B, punctele Ao =, 
Ar, Aa: Apa, Ap = B. Fie apoi 03 3 Bi 
regiunile interioare unghiurilor adiacente 
unghiului A041 Áə, a, Ba regiunile in- 
terioare unghiurilor adiacente unghiului 
A, AzÅ;z,..., & Și &o avînd comună semi- 
dreapta AA, (cu originea în A2) mai 
puțin segmentul ÁA, Bı și Ba avînd 
comună semidreapta AÁ, (cu originea 
în A) mai puțin segmentul A, Â4,... Toate 
aceste regiuni plane unghiulare constituie 
o suprafaţă poliedrală Sp, cu două pînze, 
fețele (regiunile) «i, @g,..., constituind 
o pînză, iar -ßi, f6a,..., cealaltă pînză. 

Să rotim planul feţelor a, fa în jurul secantei A, Az, pînă ce coincide cu 
planul feţelor as, P2, feţele a, Pa fiind — după rotaţie — adiacente fețe- 
lor «2, Bz respectiv, apoi planul feţelor az, B> în jurul secantei A,A}, pînă 
ce coincide cu planul fetelor as, Bg, feţele «2, Bo ajungînd adiacente feţelor ag, 
Bs respectiv ș.a.m.d. În acest mod, suprafaţa poliedrală S, se desfășoară 
(se aşterne) pe planul feţelor «p, Pp. Putem, de asemenea, considera suprafaţa 
Sap, analogă cu Sp, obţinută adăugînd mulţimii punctelor Ag, Aa;..., Ap 
mijloacele arcelor A041, A1A2,..., Apa Ap și procedînd cu această mulţime 
așa cum am procedat cu prima. Suprafaţa poliedrală Spp aproximează — mai 
bine decît Sp — porţiunea Sag din suprafaţa S, mărginită de tangentele în 
A și Bla C și, întocmai ca Sp, Szp, poate fi desfășurată pe un plan. 

Evident, procedeul poate fi continuat indefinit. Obţinem astfel un şir 
de suprafeţe Sp, Sap re Sony ,.. care pot fi desfășurate pe un plan. Limita 
acestui șir este porţiunea Supa suprafeţei desfășurabile S. 

Raționamentul fiind aplicabil tuturor porțiunilor din suprafaţa S, 
corespunzătoare tuturor arcelor regulate în care putem împărţi curba C, 
conchidem că suprafaţa desfăşurabilă S poate fi desfășurată pe un plan. 

Putem deci enunţa propoziţia generală: 


Orice suprafaţă desfăşurabilă poate fi desfășurată (fără dilatări şi rupturi) 
pe un plan. 
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Aplicaţie. Să se obțină ecuația suprafeței desfășurabile generate 
de tangentele unei elice circulare. 


Ecuația unei elice circulare fiind 
m Irovi > 
F = acosvi + asinvj + hvk, 
avem 


g’ 


F' = — asinu i + acosvj + hk. 
Rezultă că ecuația vectorială a suprafeței generate de tangente este 
F = a(cosv — usinv) i + a(sinv + ucosv) j + h(u + v) k. 
Este ușor de văzut că ecuația obținută poate fi adusă la forma! 
= U (cosVi + sin Vj) + [f (U) + kV] k, 


ceea ce înseamnă că suprafața generată de tangentele unei elice circulare este 
un elicoid?, elicoidul desfăşurabil. 


9. Congruenţe de drepte. Unele din consideraţiile precedente, privitoare 
la suprafeţele desfăşurabile, își găsesc utilizarea în teoria congruenţelor de 
drepte, din care dăm, în cele ce urmează, unele elemente. 

Se numește congruenţă de drepte o familie de drepte care depinde de doi 
parametri u, V. 

Ecuația unei congruențe de drepte este deci de forma 

= F(u, v) + tā(u, 0). (30) 

O dreaptă D a congruenței corespunde la două valori atribuite parame- 
trilor u, v. Dreapta D trece prin punctul Mọ, al cărui vector de poziție este 
Fo(u, v), și are vectorul director ă(u, v), fiecărei valori a lui t corespunzîndu-i 
un punct pe dreaptă. Dacă ă(u, v) este versorul generatoarei D, ceea ce vom 
presupune în cele ce urmează, atunci t este abscisă pe D, originea acestei 
coordonate fiind Mọ. Cînd u, v variază 3, My descrie o suprafaţă So 


aaa Fo (u, v), 
suprafața directoare a congruenţei. 
Dacă u și v sînt legaţi printr-o relație 
p(u, v) = 0, 
(30) reprezintă o suprafață riglată S, ale cărei generatoare aparțin congruenței. 
Spunem că S este o suprafaţă riglată a congruenţei. Ne propunem să determi- 
năm relația între u și v astfel încît suprafaţa riglată S să fie desfăşurabilă. 


1 Facem transformările succesive de parametri 
u = cotg u*, v = vt, 


Ž = U,ut—yt = oa 


sin uk 


2 Acest fapt reiese de altfel din însăși definiţia suprafeţei: cînd punctul curent M 
descrie elicea circulară în sens pozitiv (sensul în care v creşte), tangenta în M este supusă 
aceleiaşi mişcări de rotaţie (unghiul de rotaţie fiind v) în jurul axei Oz şi aceleiaşi trans- 
laţii (de vector hv k) î în lungul acestei axe, ca şi M, încît tangenta generează un elicoid. 

3 Admitem că pentru funcţiile Fo(u, v) şi ā(u, v) sînt îndeplinite condiţiile obiş- 
nuite de continuitate şi derivabilitate. 
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În ipoteza că S este desfășurabilă, fie p valoarea lui t, căreia îi cores- 
punde punctul de contact T al generatoarei D cu muchia de întoarcere C 
a suprafeţeil. Vectorul de poziţie al lui T fiind 

i F = F(u, v) + pūā(u, v), 
vectorul director al tangentei la muchia de întoarcere C, în T (considerat 
ca aparținînd acestei curbe, reprezentată de ecuația precedentă), este dřo + 
+ pdā + ădp. l a 

Cum acest vector este (în ipoteza în care ne-am situat) paralel cu &, 
înseamnă că avem relația 

(dro + p dä) Xă= 0, 
care se mai scrie 
Jä 


(Z du + 3 do) + p(E du +Z doj] x a= 0. (31) 


Înmulțind scalar cu 22 du +a, deducem relația 
u v 
CĂ Fo oa dä 2 
9 du + © dv, Z du + 22 dy )=0 
latta u Ea eS 
care dezvoltat se scrie: 


97, dă. 07, dă 27, 0ă 27, Qă - 
To Sa) du? Er di A || du dv a Ea 32 
Qu d i + du 2] + [Și Fg Elo ðv ( ) 
Am obținut astfel o ecuație diferențială care, rezolvată în raport 


dv x 3 w a A . : 
cu z’ se descompune în două ecuații diferențiale de primul ordin? 
u 


3 d 
2 = ı (4,9), = Ya (u, v). (33) 


1 Procedînd astfel, nu excludem din consideraţie cilindrii şi conurile, deoarece 
ecuaţia pe care am obţine-o, plecînd de la (13) (ceea ce ar însemna că avem în vedere toate 
tipurile de suprafețe desfăşurabile), ar fi aceeaşi cu (31). 

2 Aceasta în ipoteza că 


27, ga 
LA 0. 
ðv ðv |+ 
Dacă am avea 
2fe Sa] =0, însă 2 dă ao, din (32) am obţine du = 0, deci u = const., 
ðv ðv du Ju 
l F 
d PROE Se a) 27, dă 27, 0ăâ 
precum şi pc EOT r OUO RE A Dacă a aa] (3 ga) 0, însă 
dv 279 LL du ðu ðv ðv 
ðv ðu ) 


e ta) [22 
ðu Əv ðv du 


i Excluzînd din consideraţie cazul excepţional cînd toţi coeficienţii ecuaţiei (32) ar 
îi nuli, aceste rezultate sînt incluse în teorema din text. 


ajzo, din (32) ar rezulta u = const., v= const. 
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Potrivit teoriei ecuaţiilor diferenţialel, fiecare din ecuaţiile (33) defi- 
nește o singură funcţie v (de variabila u), care pentru u = uy ia valoarea Vvo 
dată dinainte. Cum acestor funcţii le corespund două suprafețe desfășurabile 
ale congruenţei (ale căror generatoare aparţin congruenţei), iar valorilor uo, vo 
le corespund o generatoare Do a congruenţei, putem enunţa teorema: 


Orice generatoare Do a unei congruenţe este generatoare comună a două 
suprafețe desfășurabile ale congruenţei. 


Aceste desfășurabile sînt reale distincte, reale confundate sau imaginare, 
după cum realizantul ecuaţiei (32) este pozitiv nul sau negativ. 

În primul caz, generatoarea Do se numește generatoare hiperbolică, în 
al doilea, generatoare parabolică, iar în al treilea, generatoare eliptică. 


Ordonînd după du, k (31) se serie | 
ðv 


iar de aici, înmulțind scalar cu I; + . deducem ecuația: 
u 
979 LE 2Fo L-A = 
— — ~, ăl=0 
E Tp du! 3v P av ) d 


care se scrie dezvoltat 


da dă » 2 27 dă 2% da; Fo Fa zi 
ðu 3v a) e +[ ðu ma — [25 ðu aj] e + (3 dv a) ză (34) 


Această ecuaţie determină abscisele p, și pa ale punctelor de contact 
Tı și Ta ale generatoarei D(u, v) a congruenţei, cu muchiile de întoarcere 
- Ta și Te ale celor două desfășurabile S, şi Sz, definite de ecuaţiile (30) și (32), 
cărora le aparține D. Punctele T, și Ta se numesc focare sau puncte focale 
ale generatoarei D. Cum realizantul ecuaţiei (32) este egal cu realizantul 
ecuației (34)?, înseamnă că focarele unei generatoare sînt reale distincte, 
reale confundate sau imaginare, după cum generatoarea este hiperbolică, pa- 
rabolică sau eliptică. 

Planele tangente la desfășurabilele $,, Sọ ale congruenţei, în lungul 
generatoarei comune D, care sînt totodată planele osculatoare ale muchiilor 
de întoarcere I}, Ts, în Ti Ta, se numesc plane focale ale generatoarei. 

Cînd dreapta D variază, generînd congruența, muchiile de P 
T,, Ta (variabile cu D) generează două pînze %,, X, ale unei suprafeţe È, 


1 În condițiile în care ne-am situat în ce priveşte funcțiile Fe (u, v) şi ā (u, v), este 
asigurată existența şi unicitatea soluției fiecărei ecuații (33). 
2 Se are în vedere identitatea: 


(abg) (apa) = (ab p) (azg) — (ada) (āz p), 
care se verifică uşor utilizînd identitatea: 
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L 


F 
A 


suprafața focală a congruenţei 1. Este clar că suprafaţa focală poate fi încă 
definită ca locul geometric al focalelor T}, Tọ ale generatoarei variabile D, 
nseamnă că ecuaţiile pînzelor 2, Xa ale suprafeţei focale sînt 


Fa = Fo (u, v) + pã (u, v), Fa zE Fo (u, 0) + pă (u, 9), 


unde pı, P2 sînt rădăcinile ecuaţiei (34). 

Dacă impunem generatoarei D să descrie desfășurabila S}, ceea ce 
înseamnă că focarul T, descrie muchia de întoarcere l}, atunci muchia de 
întoarcere I, (variabilă cu D) generează pînza Xa (sau o porţiune a ei) a 
suprafeţei focale, iar focarul T, descrie o curbă T; pe Xa (fig. 69). Evident, 
generatoarea D este tangentă pînzei ®,, iar curba T, aparţine și desfă- 
şurabilei S. Deducem că planul focal osculator în T, la Ll}, tangent la Sı 
în lungul generatoarei D, este tangent în Ta la D}. Asemănător, planul focal 
osculator în T, la Ta, tangent la S, în lungul generatoare D, este tangent 
pînzei E, în Ta. În consecinţă, desfășurabilele Sı şi Sa sînt circumscrise? 
pînzelor Zi şi Dı — ale suprafeţei focale — respectiv. 

Raționamentul aplicîndu-se oricărei generatoare și 
oricărei desfășurabile a congruenţei, putem enunţa teorema: 


Desfăşurabilele unei congruențe de drepte sint cir- 
cumscrise suprafeţei focale a congruenţei. 


Altfel spus: 


Generatoarele unei congruenţe sînt tangente celor două 
pînze ale suprafeţei focale. 


EXERCIŢII 
l. Să se obţină ecuaţiile suprafeţelor de rotaţie ce - 
rezultă rotind, în jurul axei Oz, curbele 
æ? + z? = z2, y = 0, 
a +z = 0, y=0, 


= a ch, z = 0 (lănţișorul). 
a 


Să se determine punctele singulare ale primelor două 
suprafețe. 


2. Să se-obțină ecuațiile suprafețelor de rotație ce 
rezultă rotind, în jurul axei Oz, astroida 


æ = acosât, z = asin?t, y = 0 


şi cardioida 


p = a (1 + cos %), 


1 Focarele reale (ale generatoarelor hiperbolice şi parabolice ale congruenței) gene- 
rează partea reală a suprafeței focale, iar focarele imaginare (ale generatoarelor eliptice) 
generează partea imaginară a acestei suprafeţe. 

2 Desfăşurabila S, este circumscrisă (tangentă) piînzei Za, în lungul curbei T, iar 
destăşurabila S, este circumscrisă pînzei 5, în lungul unei curbe T; (fig. 69). 
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situată în planul y = 0, polul fiind originea axelor de coordonate, iar axa 
polară axa 0z. 


3. Să se obţină ecuaţia elicoidului riglat a cărui axă este Oz şi ale 
cărui generatoare rămîn paralele cu planul z = 0 și tangente cilindrului 


a + y? = æ. 
4. Să se afle ecuaţia conoidului ale cărui generatoare sînt paralele cu 
planul z = 0 și se sprijină pe dreapta 
z=0,y=a 
și pe parabola 
z? — 2px =0,y=0. 
5. Să se determine curba C situată pe elicoidul drept cu plan director 
F = u(cosvi + sinv j) + kvk, 


loc al punctelor de contact ale planelor tangente la elicoid, paralele cu bisec- 
toarea triedrului format de părțile pozitive ale axelor de coordonate. 
Să se afle ecuația suprafeței ce se obține rotind curba C în jurul axei Oz. 


6. Să se determine generatoarele staționare ale suprafeței riglate 
F = ucosvi + usinvj + (u + coso) k. 


7. Normalele unei suprafețe riglate, în lungul unei generatoare nesta- 
ționare, generează un paraboloid hiperbolice echilater. 

8. Să se determine linia de stricțiune și să se scrie formula lui Chasles 
pentru fiecare din suprafețele 


a) 
b) 
c) 
R. Oz; tg a = — ; 
a) axa Uz; tg a Ta 


b i = A 
) axa 0z; tga [no] 


c) elicea (totodată curbă directoare a suprafeței) 


= u cosvi + u sinvj + f (v)k; 
u cosvi + usinvj + (u + cosvjă; 
= (æ cosv — u sin v)i + (asinv + u cost) j + hvk. 


y y N 
ll 


e 


F = a cosvi + asinvj + kvk; 


t 
tg a = —-. 


Ih | 


9. Să se determine linia de stricțiune și parametrul de distribuție al 
suprafeței generate de normalele principale ale unei curbe în spațiu C. 
Aceeaşi problemă pentru suprafața generată de binormalele curbei C. 
Să se considere în particular cazul cînd curba C este elicea circulară 


F = a costi + asintj + btk. 


= 


y 
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Za 


10. Două suprafeţe riglate, cu o generatoare comună nestaționară, pot 
avea pe această generatoare două puncte de racordare (puncte în care cele 
două suprafeţe sînt tangente) sau unul sau niciunul, sau încă se poate 
întîmpla ca toate punctele generatoarei să fie puncte de racordare. 


Indicaţie. Utilizînd formula lui Chasles (sau propoziţia de la p. 231) 
se găsește că planele — trecînd prin generatoarea comună — tangente la o 
suprafaţă și cele tangente la cealaltă suprafaţă constituie două fascicule 
(suprapuse) proiective. 


11. Să se determine muchia de întoarcere a suprafeţei desfășurabile 
circumscrise (tangente) paraboloidului 


az = 2y, ` 
în lungul intersecţiei paraboloidului cu cilindrul 
æ = by. 


Indicaţie. Suprafaţa desfășurabilă a cărei muchie de întoarcere se cere 
este înfășurătoarea planelor tangente la paraboloid, în lungul intersecţiei 
cu cilindrul. 

33 t 


R. z = 3t, T a T 
12. Să se arate că suprafața 
F = Fo + uă, 
unde 
. a F 
Fo = — vĉcos vi + v?sinv] — v?k, 


ā = (sin v + vcosv)i + (cosv — vsinv) j + 2w k, 

este desfășurabilă. 

Să se determine muchia de întoarcere a suprafeței. 

R. Muchia de întoarcere, la care sînt tangente generatoarele suprafeței, 
este curba 

F = vsinvi + vceosvj + vk. 

13. Desfășurabila rectificantă (întăşurătoarea planelor rectificante) a 

unei curbe C 
F = F (s) 
este reprezentată de ecuaţia! 
Pp=F+I(RT+TB), 

unde t este un parametru, iar muchia de întoarcere a acestei suprafeţe de 
ecuația 


i T (Rz + TB 
aia an m T 
RZ -T2 

ds ds 


1 Această ecuație reprezintă, pentru s dat, dreapta rectificantă, adică dreapta carac- 
teristică a planului rectificant. 
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14. Se numește desfășurabilă asimptotică a unei suprafeţe riglate, ne- 
desfășurabile, înfășurătoarea planelor asimptotice ale generatoarelor supra- 
feţei riglate. 

Să se determine desfășurabila asimptotică a suprafeţei 


F = ucosvi + usinv] + (u + cosv) Š. 
Indicaţie. În general, fiind dată suprafaţa riglată (nedesfășurabilă) 
F = 7o(0) + uā (v), 
ecuaţia planului asimptotic al generatoarei corespunzătoare valorii 7 este 
(R — Fo): (ā X ā') = 0, 
adică 
(B — rp, ãā,ãā') = 0. 
Această ecuație depinzînd de un singur parametru, planul asimptotic 


înfășoară în adevăr o suprafață desfășurabilă, desfășurabila asimptotică 
a suprafeței riglate date. 


R. Conul (2 + 41} + y — z2 =Q. 


15. Planele asimptotice ale unei suprafețe riglate cu plan director sînt 
paralele cu planul director (deci planele centrale sînt perpendiculare pe 
acest plan). 


16. Se consideră o curbă în spațiu C şi una din evolventele ei C*. Să 
se demonstreze că suprafaţa S, generată de paralela la binormala în punc- 
tul curent M al curbei C, prin punctul corespondent M* al curbei C*, 
este desfășurabilă. 

Produsul curburilor curbei C și muchiei de întoarcere a suprafeţei S, 
în puncte corespondente, este egal cu produsul torsiunilor celor două curbe 
în aceste puncte. 


Pa 
p 
Pa 


CAPITOLUL V 
GEOMETRIA INTRINSECĂ A UNEI SUPRAFETE 


În acest capitol asociem unei suprafeţe o anumită formă diferenţială 
pătratică, prima formă fundamentală a suprafeţei, şi studiem acele proprie- 
tăţi ale suprafeţelor care depind de prima formă fundamentală. 

Proprietăţile unei suprafeţe care depind de prima formă fundamentală 
constituie geometria intrinsecă a suprafeţei. 


$ 18. Prima formă fundamentală 


1. Introducerea primei forme fundamentale a unei suprafeţe. Să conside- 
răm o suprafaţă S, dată prin ecuaţia 
F = F(u,v), (1) 


și pe suprafaţă o curbă C, obţinută, presupunînd că u și v sînt funcţii 
derivabile de un parametru t: 


u = ẹọ (t), v = Ẹ (8). (2) 


Ecuația curbei C este ecuaţia (1), unde u și v sînt funcțiile (2). 


Putem calcula diferenţiala dř, a vectorului de poziţie F al punctului 
curent M pe curba C, ținînd seamă că F depinde de t prin intermediul 
lui u și v. Avem astfel 


dr = Ë dt = (F u’ +F,v') dt = P u'dt + Rv dt. 


Însă 
u'dt = du, v'dt = dv, 
încît obținem 


Putem încă scrie 


de unde se vede că direcția vectorului dř? este aceeași cu direcția vecto- 


: dou. . g i 3 è 
rului 7, + = For iar direcția acestuia depinde de coordonatele (u,v) ale 
u 


a . d 
punctului M și de raportul a 
u 
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Așadar, direcţia tangeniei într-un punct la o curbă, situată pe o supra- 
faţă, depinde de raportul diferenţialelor coordonatelor curbilinii u, v ale 


punctului. 
Ținînd seamă că modulul elementului de arc al unei curbe este egal cu 


modulul diferențialei vectorului de poziţie al punctului curent al curbei, 
deducem că pătratul elementului de arc ds al curbei C este dat de formula 
ds? = dF?, 
adiei ţinînd seamă de (3), 
ds? = (F du + 7„dv)2. 


Ridicînd la pătrat (scalar) membrul al doilea, obţinem formula importantă 
ds? = 72 du? + 27 F dudu + F2dv?, A (4) 


care exprimă pătratul elementului de arc al curbei C, situată pe supra- 
faţa S. 
i Vedem că ds? este o formă pătratică (polinom omogen de gradul al 
doilea) în diferențialele du, dv, ai cărei coeficienți sînt funcții de u, v. 
Această formă se numeşte prima formă fundamentală (a lui Gauss) sau 
metrica suprafeței. 


Punînd 
E =o FSi, G=, (5) 
prima formă fundamentală se scrie 
ds? = Edu? + 2Fdudv + Gdv?. (6) 


Coordonatele punctului M al siprafejei fiind z, Y, Z, avem 
Fu = = zi 4 Yud ZN ž„k 
Fa = zl = Yaj + zk 
încît expresiile coeficienţilor primei forme fundamentale se mai scriu 
E = s t y} + R, 
F = Buty + YuYo F Zuto, (5) 
G= ++ zi 
În cazul cînd suprafaţa este dată prin ecuaţia explicită 


z = f (x, y), 


| = si + yj + zk, 
unde z este funcția f(x, y), considerînd ca parametri pe z, y, avem 


= į + pk, Fy =j + 4k, 


deci prin ecuația vectorială 


unde 
P = Zy q = Zy- 


1 v. cap. I, § 1,8. 
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Deducem 
E=A=l+p, F =r pg, GERSI, 
încît metrica suprafeței se scrie 
ds? = (1 + p°) da? +2 pqgdady + (1 + g°) dp. (6°) 


Proprietățile suprafețelor, de care ne vom ocupa mai departe, în acest 
capitol, depind de prima formă fundamentală. 

Proprietățile unei suprafețe, care depind de prima formă fundamen- 
tală, constituie geometria intrinsecă a suprafeței. 


Aplicaţii. I. Să se calculeze prima formă fundamentală a sferei. 
Ecuația unei sfere fiind 


F = R sin cosoi+ Rsin0singj + Rcosă, 
avem 
Fo = R cosĝ cosol + R cos6sinpj — R sinb À, 
Fo = — R sinĝsingi + R sinô cosọ j; 
deci 
E = Fă = R, F = FR = 0, G = F = R?sin?0. 
Deducem că metrica sferei este 
ds? = R? (d0? + sin20 dọ?). 
II. Să se calculeze prima formă fundamentală a suprafeței de rotație 
F = ọ (u) (cos vi + sinvj) + V(u)k. 
Avem E 
- Fu = ọ' (u) (cosvi + sin vJ) + V'(u)ă, 
F, = ọ (u) (— sinvi + cosv]).| 
Deducem 
E = F, = 0*(u)+ p”? (u), F=Fu = 0, G = F = eu); 
deci metrica suprafeței de rotație este 
ds? = [ọ"? (u) + p°? (u)]du? + g? (u) do. 


Putem da acestei metrici o formă mai simplă, dacă schimbăm parame- 
trul u prin alt parametru U, legat de u prin relația 


dU = V ọ'?(u) + Ņ” (u) du, 
adică 


u 


U = $ V° (u) + p? (u) du. (1) 
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Prin această transformare, obţinem pentru metrica suprafeţei de rota- 
ţie forma 


ds? = dU? + %2 (U) do. (ID) 


Potrivit relaţiei (I), parametrul U este arcul — pe orice curbă meridi- 
ană — măsurat de la paralelul u = ug. 
n ceea ce priveşte X(U) = e[u(U)], aceasta este, ca și p(u) în siste- 
mul inițial de coordonate, raza paralelului corespunzător valorii U a nou- 
lui parametru. 


2. Invarianţa primei forme fundamentale. Anterior am văzut că, fiind 
dată o suprafaţă S 


F=Fl(u,v), (7) 
dacă se face o transformare de coordonate curbilinii 
u = u(u*,v%),v = v (u* ,v*) (8) 


vectorul normal Ñ şi versorul î sînt invarianți ai transformării. 

Vrem să arătăm că și prima formă fundamentală este un invariant al 
transformării (8), şi anume un invariant absolutt. 

n adevăr, în noile coordonate u*,v*, suprafaţa S are ecuaţia (7), 
unde u, v sînt daţi de (8). Avem deci 


Fe = Page fn pia Pe > Pag + Pet 


de unde obţinem 


ðu 
E* =E pa (& 
[2 =). Ta ðu* = PE du] ? 
ðu Gu du v du ðv 3v ðv 
KAANE N A Ad Za) +G 
du* 2v* dux Dr 3y* ðu * Ju* Qu* 


Giza (3 =) +2 Pa za +e(&, 


F* = —, (9) 


unde 
E* = 720, F* = Ffy, Gt = Fhe. 
Ținînd seamă de relațiile (obținute din (8)) 
__ du FI du x __ dv * dv yoy 
deducem că avem (identic) 


E* (du*)? + 2F*du*dv* + G* (dur) = E du? + 2F dudu + G diè. 


1 În conformitate cu semnificația geometrică intrinsecă (nelegată de sistemul de 
coordonate) a acestei forme. 
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Așadar, prima formă fundamentală este un invariant absolut al trans- 
formării de coordonate curbilinii (8). 

Dacă suprafaţa S este raportată la un sistem de coordonate carteziene 
cu originea în O şi facem o transformare de coordonate cu originea în O,, 
vectorii de poziţie F şi F} ai punctului curent M al suprafeţei, în raport 
cu vechiul și noul sistem de coordonate, verifică relaţia 


F = 00, + F 
Derivînd în raport cu u și v şi ținînd seamă că 00, este constant, 
obținem 
optar ortar 
duP ava  BuP 3v’ 


Deducem că prima formă fundamentală este un invariant absolut faţă 
de o transformare de coordonate carteziene ortogonale. 


(p,q=0,1,2,...). (10) 


Observaţie. În virtutea relaţiilor precedente şi formulei (130) 
(cap. I, $ 4, 18), și vectorul normal N este un invariant absolut în raport 
cu o transformare de coordonate carteziene ortogonale. 

3. Lungimea arcului unei curbe situate pe o suprafaţă. Să considerăm 
o curbă C pe suprafaţa (1), obţinută presupunînd că u, v sînt funcţii de 
un parametru t. 

Ținînd seama de formula (6), deducem că elementul de arc al curbei 


este 
(F) du dv dv ă 27 
a =e( +a ri ai În 


și deci lungimea unui arc al curbei C, mărginit de punctele corespunzătoare 
valorilor tọ, t, ale lui t, este 
t, h 
d 
=|aæ=( | (F =) +2 op d 2 +63 =] at. 
dt di 
A i 


Dacă C este una din curbele coordonate v = const., avem dv = Q, 
încît formula (6) devine 


ds? = E du?. (44) 


Deducem că lungimea arcului unei curbe v = const., mărginit de punc- 
tele corespunzătoare valorilor up, 4, ale lui u (considerat ca parametru pe 
curbă), este 


În mod asemănător găsim că elementul de arc al unei curbe u = const. 
este dat de formula 


ds? = G dê, (12) 
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şi deci lungimea arcului unei curbe u = const., mărginit de punctele ce co- 
respund valorilor vo, vı ale lui v, este 


s =$ VĒ dv. 
Vo 


Aplicaţie. Fiind dată suprafața 
F = (u + v) i + (u? — v) j + (u + v?) k, 
să se calculeze perimetrul triunghiului curbiliniu determinat de curbele 
coordonate u = 1, v = — 1 ṣi curba u + v = 1. 


Vîrful A, în care se taie curbele u =, v = — 1, are coordonatele 
(1, — 1), vîrful B, în care se taie curbele u = 1, u a v = 1, are coor- 
donatele (4, 0), iar vîrful C, în care 
se taie curbele u + v = 1, v = — 1, 
are coordonatele (2, —4) (fig. 70). 
Avem 
Fu = i + 2uj +k, 
=î—] + 2wk 
deci 
E = F, = 2 4 ul, 
EF = Ffy = 1 — 2u +2, 
G = R = 2 + 4v, 
„încît metrica suprafeţei este Fig. 70 


ds? = (2 + 4u2)du2 + 2(4 — 2u + 2o)du du + (2 + 4v?) dv? 


Vom calcula lungimea arcului BC al curbei u +v =1. 
Considerînd ca parametru în lungul acestei curbe pe u, avem 


v = 1 — u, dv = — du. 
Deducem că pătratul elementului de arc al curbei u + v = 1 este 
ds? = 2 (1 + 4u?) du?, 


deci 
2 2 
arc BC = | V2 (1 + 4u?) du =" (ui + 4u? d2u. 
i 1 
Putem face schimbarea de variabilă 


2u = t, 
şi avem 


4 
are BC =? VI + aa = F É+ log(t+V1 IF), 
2 
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astfel încît 
arc BC = 2 | av —2 V3 + log (4 + Vi?) + log(—2 + v3) |: 
Potrivit formulei (12), elementul de arc al curbei u = 1 este 
ds = |2} 4i dv. 


deci lungimea arcului AB este 
0 0 


arc AB = ( V2 F% dv = Vi F 0V2 dwya). 


Făcînd schimbarea de variabilă 


v y2 = tł, 
deducem 
o 


i Eoo 
arc AB =3[07 + 2+log(t+V1+ 4) | yz 


încît 
arc AB = | + log (V2 + v3]. 


În sfîrșit, potrivit formulei (11), elementul de arc al curbei v = — 1 
este 
ds = V2 + áu? du 


şi deci lungimea arcului AC este 
2 


medea 1E F Zu? du = 2 [6/2—V6 + log (3 + 2 V2) —log V2+Y3)] 
1 
Deducem 


arc AB + arc AC + arc BC = 
=g [6V2+og (3-+2V2)|+ V2 [4VT7—2 V5+1og (4+1) +10g (—2+/5)]- 


Observaţie. Curbele u = 1, v = — 1, u + v = 1 sînt conice, 
situate respectiv în planele: 
s+ y =2, —æz+4z=2, z=íÍ. 


4. Unghiul a două curbe situate pe suprafaţă. Să considerăm o suprafață 


F = F (u, v) (S) 

şi — pe această suprafață — două curbe 
u = fı (t), v = fa (t), (C) 
u = qı (t), v = alt), (r) 


care se taie într-un punct M. 
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Să notăm cu du, dv și du, ðv diferenţialele — în M — ale funcţiilor 
u = filth, v = f(t) şi u = pa (t), v = a(t) respectiv: 


du = H at, dw =at t, 
au = dt, dv = dea dt, 
dt dt 


cu d? diferenţiala vectorului de poziţie al punctului M, considerat ca apar- 
ţinînd curbei C, și cu ÒF diferenţiala vectorului de poziţie al lui M, consi- 
derat ca aparţinînd curbei T. 
Vectorii d? și èF sînt situaţi pe tangentele în M la curbele C şi I" res- 
pectiv, unghiul V al acestor vectori măsurînd unghiul curbelor C și P. 
Potrivit definiţiei produsului scalar a doi vectori, avem 


di SF = | dF | ° | èF | cos V, 
de unde obținem formula 
dF 87 


cos V = Tarifer] (13) 
care exprimă unghiul V al curbelor C și P. 
nsă 
dF = P du + F, dv, 
òr = F du + FÀ, 
şi deci 


dF 57 = (F, du + F, dv) (F, du + F, òv) = F2 du du + F F, (du òv + dv du) +F? dv àv, 
adică, ținînd seamă de (5), 
dF ÒF = Edudu + F (du du + dv du) +G dv àv. 


De asemenea, ds și 8s fiind elementele de'arc ale curbelor C și T, avem 
dr? = ds? = Edu? + 2Fdudv + Gdr?, 
372 = s? = Edu? + 2F gu dv + G òr. 

Rezultă că formula (13) se scrie 


E du ğu + F (du 8v + dv ĝu) + G dv &v (14) 


— YE du? + 3F du dv + Gui VE du? + 2F du 5v + G Sv 


Observăm că numărătorul membrului al doilea al formulei (14) este 
forma polară a primei forme fundamentale a suprafeței. 

Ținînd seama de (14), deducem condiția de ortogonalitate a două curbe 
situate pe suprafaţă: 


Edudu + F(duăv + dv 3u ) + G dw w = 0. (15) 
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În cazul particular cînd curba C este una din curbele coordonate u = 

= const., iar T una din curbele coordonate v = const., avem du = Q și &v = 0. 

Rezultă astfel — din (14) — că unghiul Q al curbelor coordonate este dat 
de formula! 

F 

cos Q =-—. (16) : 

VEG 

Dacă cele două curbe coordonate care trec prin M sînt ortogonale, 


avem Q= şi rezultă F = 0. Invers, dacă avem F = 0, în M, rezultă 
cos Q= 0, deci Q==: curbele coordonate prin M sînt ortogonale. 


Deducem teorema: 
Curbele coordonate ale unei suprafețe sînt ortogonale în toate punctele 
suprafeţei, dacă avem identic F = Q, şi invers. 


Spunem, în acest caz, că cele două familii de curbe coordonate formează 


o rejea ortogonală. 
Dacă cele două familii de curbe coordonate formează o reţea ortogonală ` 
și dacă E = G, deci dacă metrica suprafeţei este de forma 


ds? = à (u, v) (du? + dv?), 


spunem că rețeaua curbelor coordonate constituie o refea izotermă sau un 
sistem izoterm, iar despre metrică spunem că are forma izotermă. 


Formula (16) ne permite să exprimăm modulul vectorului normal la 
suprafață, Ñ = F, X F,, în funcţie de coeficienții primei forme fundamentale. 

În adevăr, modulul produsului vectorial al vectorilor 7, și 7, tangenți 
la curbele coordonate, este dat de formula 


IF, X Fol = | Ful | Fy] sin Q. 
Însă, ținînd seama de (5) şi (16), avem 


|u| = VE, IP | =VG, 


sin 0 = VI = cot = || 1 — 23 = Eee 
Deducem 
IÑ] =]| F, X F| = [EG — F. (17) 


1 Formula (16) rezultă şi direct din formula 


Fu ° Fy = | Ful’ | Fy | cos Q. 
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Modulul lui Į exprimîndu-se de asemenea cu ajutorul componentelor 
A, B, C ale lui prin formula! 
IÑ] =V =y + 8 + CE, 
urmează că avem? 
A = £ + BE + C = EG — RF. (18) 
Expresia EG — F? este discriminantul primei forme fundarabntale 


` (realizantul cu semn schimbat). Ținînd seama de formula (18) și de faptul 
că, într-un punct regulat, E>0 și G > 0, putem enunţa propoziţia: 


Prima formă fundamentală a unei suprafețe este o formă pătratică pozi- 
tiv definită în toate punctele regulate ale suprafeţei. 


Aplicaţie. Să se calculeze unghiurile triunghiului curbiliniu deter- 

minat de curbele u = 1, v = — 1, u + v = 1, ale suprafeţei 
F = (u + v) i+ (u? — v) j+ (u + v?) k. 

Prima formă fundamentală a suprafeței (calculată în aplicația prece- 

dentă) este 
ds? = (2 + 4u?) du? + 2 (1 — 2u + 2v) du dv + (2 + 4v2) do?, 
încît, ţinînd seamă de (14), unghiul a două curbe C și [ —ale suprafeței— 
este dat de formula 
(2 +4u2)dudu+(1—2u +2v) (dudv+duâu) +(2+4v2)dvdv 
Vad Aa dud dA | 2442) du+2(1—2u+2v)3udvr(2-H4w0)5vi 

Virful A (fig. 70) avînd coordonatele u = 1, v = — 1, deducem că un- 
ghiul a două curbe ce trec prin A este dat de formula 
6du ğu — 3 (du v + dv ğu) + 6dv5wv 


Ve 6du2 — 6du dv + 6du: V6ădu — 65u 5v + 68v? 


Ținînd seamă că în lungul curbei u = 1 avem du = 0, iar în lungul 
curbei v = — 1 avem 8 = 0, rezultă că unghiul A al triunghiului curbi- 
liniu considerat este dat de formula? 


OS Va = 


1 
cos A = Sa > Se 
de unde . 


A = 120°. 


1 v, cap. I, § 4, 17. . 
2 Identitatea (18) este, de asemenea, o consecință a cunoscutei identități a lui 
Lagrange: 


(a? + b24+-c2)(a'2 4 b'2 + c'2)—(aa' + bb’ + ce’)? = (ab'— a'b)? + (bc' — b'c)? + (ca'— c'a)?. 


3 Am considerat ca parametri, pe curbele u = 1, v = —1, pe v şi u respectiv şi 
am presupus dv>0, 8u>0. Aceasta înseamnă că vectorii dř și F, tangenţi în A la curbele 
u = 1 şi v = —1, sînt orientaţi în sensul creşterii parametrilor vşiu. Unghiul A, cal- 


culat mai sus, este unghiul vectorilor dř, 87. În mod asemănător sînt precizate şi unghiu- 
rile B şi C. Pe curba u+v = 1 a fost considerat u drept parametru. 
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Virful B avînd coordonatele u = 1, v = 0, unghiul a două curbe ce 
trec prin B este dat de formula 
6du Su — (du v + dv õu) + 2dvâv 
COS VB = — Mm > 
V6du2 — 2du dv + 2dy? V6du2 — 28u îv + 28v? 
Cum apoi în lungul curbei u = 1 avem du = 0, iar în lungul curbei 
u +v = 1, avem du + ðv = 0, deci ğ&v = — ğu, unghiul B al triunghiului 
curbiliniu ABC este dat de relația 


3 
cos B = = 
Făcînd calculul cu ajutorul tabelelor, găsim 
Bz 1328”. 
În sfîrşit, vîrful C avînd coordonatele u = 2, v = — 1 şi ținînd seamă că 
în lungul curbei u + v = 1 avem 89 = — ŝu iar în lungul curbei v = — 1 
avem dv = 0, deducem că unghiul C este dat de relația 
23 
C — = 
ăi 61? 


Cu ajutorul tabelelor găsim 
C 7 21°36”. 


Observaţie. Vectorii tangenți în A, B, C, la laturile triunghiului 
curbiliniu A BC, au orientările din figura 66. Rezultă că valorile obținute mai 
sus, pentru unghiurile A,C, reprezintă valorile unghiurilor interioare, iar 


valoarea obţinută pentru B este valoarea un- 
TH ghiului exterior cu vîrful în B, încît unghiul 


interior este de 47° 52°. 
IM; cum, cunoscînd metrica suprafeței S, reprezen- 
tată de ecuația 


(| 5. Aria unei porţiuni de suprafaţă. Am văzut 


F = F (u, v), 
g putem afla lungimea unui arc al unei curbe și 
unghiul a două curbe situate pe suprafață. 
Să considerăm acum o porțiune regulată A 


$ a suprafeței S. 


Fig. 71 i Cu ajutorul curbelor coordonate u,v, putem 

| - împărţi porțiunea A în paralelograme curbi- 
linii (fig. 71). Fie MM,M,M, unul din paralelogramele curbilinii obţinute 
(neglijăm paralelogramele incomplete), coordonatele vîrfurilor M, M1, Mz, Mg 
fiind (u,v), (u',v), (u, v’), (u', v’) respectiv (considerăm variațiile u’ —u, 
y' — v pozitive). Să asociem — paralelogramului curbiliniu MM, MM — 
paralelogramul MM'M”M”, construit pe vectorii 


— 


MM! = F(u —u), MM" = Rv — 1), 


situat în planul tangent în M. 
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Cînd numărul paralelogramelor curbilinii în care a fost descompusă 
porţiunea A tinde către infinit, variațiile u'—u, v—y — corespunzătoare 
tuturor acestor paralelograme — tinzînd către zero, suma ariilor tuturor 
paralelogramelor asociate corespunzătoare tinde către o limită bine deter- 
minată, numită aria porțiunii A a suprafeţei S. 

n adevăr 
aria MM'M” M” =|F„(u' —u) X F„(v' —v) | =| Fu X Fy |(u'—u) (v' —v), 
și cum 
IF, X Pl = VEG — F”, 
deducem 
laria MM'M” M” = VEG — F? (u'—u)(v'—»), 
încît aria o a porțiunii A este 


o = lim È VEG — F? (u'—u) (v' —9). 


Însă, VEG — F? fiind funcţi econtinuă de variabile u, v, expresia din 
membrul al doilea al relaţiei precedente este integrala dublă ff „ /EG—F? du dv 
unde D este domeniul — din planul variabilelor u, v — în care variază u,v, 
cînd punctul curent al suprafeţei S descrie porțiunea A. 

Așadar, aria o a porțiunii A a suprafeţei S este dată de formula 


o = |f, VEG=F: du dv. (19) 


Expresia EG— F? du dv este elementul de arie al suprafeţei S, rapor- 
tată la sistemul de coordonate curbilinii (u, v). 


Observaţie. În cazul cînd suprafaţa S este repezentată prin 
ecuația i 


z = f (z, y), 
deci prin ecuația vectorială 


F= zi + yj + zk, 
unde z este funcția f(x, y), avem 
EG— F? =1+pPt+e. 


Considerînd coordonatele z, y drept coordonate curbilinii pe suprafaţă, . 
rezultă că aria c a unei porţiuni A a suprafeței S este dată de formula 


o = ffo V1 + p + d dedy, 
domeniul D fiind proiecția, pe planul sOy, a porțiunii A. 


6. Aducerea metricii unei suprafeţe la forma izotermă. Transformări de 
coordonate izoterme. Putem aduce metrica 


ds? = E du? + 2Fdudv + Gdi?, 


a unei suprafeţe reale S, analitice, la forma izotermă. 


17* 
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În acest scop, considerăm ecuaţia diferenţială - 
E du? + 2 Fdudy + G dv? = 0, 
care se mai scrie 
du Î2 du 
E (=) +2F * +G=0, 
de dv 
şi se descompune în ecuaţiile diferenţiale de ordinul întîi 
du _ —F+iVEG—F: , du  —F—iVEG—F? (20) 


Suprafaţa S fiind analitică, E, F, G sînt funcţii analitice (reale), deci 
membrul al doilea al fiecăreia din ecuaţiile (20) este funcţie analitică. 
În consecinţă, integralele generale ale ecuaţiilor (20) sînt reprezentate de 
ecuaţii de forma! 

9 (u, v) + i} (u, v) = C, (21) 
ọ (u, v) + ip (u, v) = C' 
unde ọ (u, v) și V(u, v) sînt funcții analitice (reale) de u și v. Deducem că 
avem (identic) 
Edu? + 2 Fdudv + Gdv? = u(u,v) (dọ + id Ņ)(dọ — id }), 
adică 
Edu? + 2 Fdudy + Gdv? = u (u,v) (dẹ? + di?), (22) 
u(u, v) fiind o anumită funcție analitică (reală) de u,v. 

Făcînd acum transformarea de coordonate? 

u* = ọ(u, v), v* = Ņ(u, v), (23) 
(22) devine 
Edu? + 2 Fdudv + Gdy? = à (u*, v*)(du*? + dv*?), 


unde à (u*, v*) este o funcţie analitică (reală) de variabilele (reale) u*, v*. ` 
3 ) 


1 Prin derivare, din prima ecuaţie (21) obţinem ecuaţia diferenţială 
du _ Po + ipo 


dv Pu + ipu 
Cum aceasta trebuie să fie de fapt una din ecuaţiile (20), de exemplu prima, dedu- 
cem relaţiile 
Egs = Fou + Vu VEGF, 3 
Epy = Fyu — Pu V EG— F? 
Aceste relații exprimă însă totodată că integrala generală a celei de-a doua ecuații (20) 
este reprezentată de a doua ecuație (21). 
3 Funcţiile Ọ (u, v) = ọ (u,v) + ip (u, v) şi Y (u,v) = ọ (u,v) — iġ (u, v) fiind inde- 


pendente, determinantul funcțional este nenul (identic). 


U, V 
D(F) _ 3; Dle. 
D (u, +) D (u, 0) 


încît (23) constituie o transformare de coordonate. În virtutea 


Avem însă 


r 
D (e, 
(e, 4) +0, 
(u, ») 
transformării inverse, ų (u, v) devine o funcție analitică reală A(u*, v*). 


deci 
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În definitiv, prin transformarea de coordonate (23), pentru metrica dată 
obţinem forma izotermă 


ds? = A (u*, v*)(du*? + dv*2), 
Presupunînd că metrica suprafeței S este adusă la forma izotermă 
ds? = (u, v) (du? + dv?), 


deci că suprafaţa este raportată la o rețea izotermă (la un sistem de coordo- 
nate izoterme), ne propunem să obţinem transformările de coordonate care 
păstrează forma metricii (prin care se trece la alt sistem de coordonate izo- 
terme). 

Să observăm — în acest scop — că, printr-o transformare de coordonate, 


u = u(u*, 0%), v = v (u*, 9%), 


du 2% 2 
E* = A —!|, 
IES du* E (3 | 


ðv 
X Du- A Zh 
55 ovt Er ðu* Qy* 


[fa + (a) | 


Deducem că, pentru ca noile coordonate u*, v* să fie, de asemenea, izo- 
terme, este necesar și suficient să avem 


relațiile (9) devin 


F* = 


G* 


M, 


du 2 fav? 3v 
(al ta “lei + (35), (24) 
du du „ d % 0. 
ðu* vt a Z 


Aceste relații exprimă că vectorii de componente E , z) și 
du* Qu* 
du ðv 


Pe dee | sînt perpendiculari și au modulele egale. Dacă al doilea se obține 
v v 


din primul printr-o rotație de unghiul + i componentele vectorilor sînt 


legate prin relațiile 


SA RE a (25) 


262 Geometrie diferenţială 


>= 


Dacă însă primul vector se obţine din al doilea printr-o rotaţie de 
unghiul i avem 


du ___ 2 
Qu* 2y* 
Qu ðv 
n 2 (26) 


Relaţiile (25), în care recunoaștem ecuaţiile lui Cauchy- Riemann din 
teoria funcţiilor de variabilă complexă, exprimă că funcţiile u(u*, v*) şi 
v(u*, v*) sînt (în mod necesar), respectiv, partea reală și partea imaginară 
a unei funcţii analitice de variabila complexă u* + iv*, pe cînd (26) exprimă 
că u(u*, v*) și v(u*, v*) sînt, respectiv, partea reală și partea imaginară 
a funcţiei conjugate a unei funcţii analitice de u* 4- iv*. În virtutea ace- 
lorași relaţii, u(u*, v*) şi v(u*, v*) sînt funcții armonice, adică sînt soluţii 
ale ecuaţiei Laplace 


ow w __ 
o Dus + aw 0 


1 Pentru a stabili relaţiile (25) şi (26), putem încă raţiona astfel: 


Dacă fa =Æ 0, avem, de asemenea, a z 0. A doua relație (24) putînd fi scrisă 
u : 


ðu 
ðv ĝu 
2v* _ ðv" = 
De ee 
du* du* 
deducem 
ðv du Gu ðv 
— = —, —— = — Q —; 
Qu* ðu * Qu* ðu * 


încît prima relație (24) devine 


ðu 2 ðv 
(1 + a?) (33! = (1 + a |2 
De aici, ținînd seamă că 1 + a? Æ 0 (deoarece œ este real), rezultă 
COEN 
du* Qu* 
iar din a doua relaţie (24) obţinem 
du e 
Qv* du * 
du 


A x ðu 3 
= 0, cind însă avem neapărat — Æ0, deci 


Analog se raționează dacă 
ðu * ðv* 


a 200 20 


vt 
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Presupunînd dată una din cele două funcţii u(u*, v*) și v(u*, v*), de 
exemplu, u(u*, y*), funcţia v(u*, v*) este determinată de ecuaţiile (25) 
sau (26). Acestea exprimă că diferenţiala totală a funcţiei v(u*, v*) este, respec- 
tiv, 

du = — A du* + A dy 
dv* du* 
sau 
dv = 2 du* — 2 ay 


ov* . ĝu 


caret este o diferențială totală exactă. 
În consecință, pentru a obține o transformare de coordonate izoterme 


u = u(u*, v), v = v(u*, v*) 


considerăm funcția u(u*, v*) egală cu o funcție armonică arbitrară şi funcția 


v(u*, v*) dată de integrală ; 
l cale du du _ 
v(u%, v*) = |= pe + era du*) +C, (C = const.), 


drumul de integrare fiind arbitrar. 


Observaţie. Putem să ne dăm arbitrar funcția armonică v(u*, v*), 
ŞI, în acest caz, funcția u(u*, v*) este dată de integrala 


u(u*, v*) = us du* — ŽE dot) + C. 


$ 19. Curbe pe o suprafață. Linii geodezice 
7. Curbe situate pe o suprafaţă, date prin ecuaţii diferenţiale. Știm că, 
fiind dată o suprafață S 
F = F (u, v), 


se obține o curbă situată pe suprafaţă, considerînd pe u și v drept funcții de 
un parametru: | 


u = fit), v= f(t), 
sau presupunînd că u și v sînt legaţi printr-o relație de forma 
g (u, v) = 0, 
în particular de forma 
u = k (v). 


1 u(u*, v*) fiind prin ipoteză armonică. 


N 
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Să presupunem că, în locul unei relaţii în termeni finifi între u și v, 
avem o ecuație diferenţială de ordinul întîi 


— = f (u,v). (27) 


Din teoria ecuaţiilor diferențiale se știe că există o singură funcție v 
de variabila u, continuă și cu derivată continuă, care verifică ecuația (2) 
și care, pentru o valoare uga lui u, ia valoarea vo dată dinaintei. Aceasta 
înseamnă că ecuația diferențială (27) defineşte — pe suprafața S sau într-o 
porțiune a suprafeței — o familie regulată de curbe. Ecuația în termeni finiți 
a acestei familii este dată de integrala generală a ecuației (27) 


ọ (u,v, C) = 0, 


pe care o putem presupune scrisă sub forma 


V(u,v) =C. 
De asemenea, dacă avem o ecuație diferențială de ordinul al doilea 
d? d 
E — F(u, v, F | (28) 
du? du 


din teoria ecuaţiilor diferenţiale se știe că, în general, există o singură 
funcţie 7 de variabila u, continuă și cu derivată continuă, care verifică ecu- 
aţia diferenţială (28), astfel încît, pentru o valoare ug a lui u, funcţia v și 
derivata ei v’ iau valorile vo, V'p date dinainte. Înseamnă că ecuaţia diferen- 
jială (28) defineşte o familie de curbe situate pe suprafața S, astfel încît, 
printr-un punct M al suprafeţei, trec o infinitate de curbe din familie. Există 
însă o singură curbă din familie care trece printr-un punct M şi a cărei tangentă 
în M are o direcție dată. Ecuația în termeni finiţi a acestei familii de curbe 
este dată de integrala generală 


O(u, v, Ci, C2) = 0, 
a ecuației diferențiale (28). 


8. Traiectorii ortogonale ale unei familii de curbe. Să considerăm o fami- 
lie regulată de curbe C, care aparțin unei suprafețe S. 


1 Admitem că sînt îndeplinite condiţiile care asigură existența şi unicitatea soluției 
fiecăreia din ecuațiile diferențiale (27), (28). 

Pentru ecuația (27), aceste condiţii sînt: continuitatea funcției f(u, v} şi condi- 
ţia lui Lipschitz. 

În ceea ce priveşte ecuaţia (28), aceasta este echivalentă cu sistemul 


— = w, — = F (u, v, w). (28°) 
u 


Condiţiile de existență şi unicitatea soluției sînt: continuitatea funcției G (u, v, w) 
şi condiţiile lui Lipschitz. Condiţia lui Lipschitz — pentru (27) — este îndeplinită dacă 
f (u, v) are derivată parțială continuă în raport cu v. De asemenea, condițiile lui Lipschitz 
— pentru (28') — sint îndeplinite dacă F (u, v, w) are derivate parțiale continue în 
raport cu v şi W. 
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Se numesc traiectorii ortogonale — ale familiei de.curbe C. — curbele unei 
alte familii regulate T, aparţinînd, de asemenea, suprafeţei, care taie sub 
unghi drept curbele familiei C. 

Să presupunem întîi că familia C este constituită din curbele coordonate 
u = const. dă 

Condiţia de ortogonalitate a două curbe situate pe suprafaţă fiind 


Edudu + F(dudv + dvu) + Gdvdv=0  . . (29) 


şi cum, în lungul unei curbe u = const. avem du = 0, dv Æ 0, deducem ecu- 
ația diferenţială 


Fèu + Găv = 0, 


care determină traiectoriile ortogonale ale curbelor u = const. 

Dacă familia de curbe C este familia curbelor coordonate v = const., 
avem dv = 0, du Æ 0. Deci traiectoriile ortogonale ale curbelor v = const. 
sînt determinate de ecuația diferențială 


Fèu + Găv = 0. 


Să presupunem, în sfîrşit, că familia de curbe C este diferită de una din 
familiile de curbe coordonate (ceea ce constituie cazul general), fiind dată de 
o ecuație diferențială de ordinul întîi (27). 

Condiţia de ortogonalitate (29) scriindu-se încă sub forma 

du òv dv 3v 23 
aa Pal] EC za 0 


dacă înlocuim aici pe = prin f(u, v), obţinem ecuaţia diferenţială 
u 


a traiectoriilor ortogonale ale familiei de curbe C. NA 
Dacă o familie de curbe C este dată printr-o ecuaţie în termeni finiți 


ọ (u, v, C) =0, 
pentru a-i determina traiectoriile ortogonale, obținem întîi ecuația diferen- 


țjalá a familiei de curbe C, după care procedăm ca mai sus. 
Fiind dată o familie de curbe 


(u, v) =C 
ale suprafeței S, pentru care traiectoriile ortogonale sînt curbele familiei 
| F(u) =C, 


putem alege aceste două familii drept curbe coordonate ale suprafeței S. 
Este de ajuns, pentru aceasta, să facem transformarea 


U = Ọ (u, v), V = ¥ (u, 0). 
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Transformarea inversă! fiind 
u = e(U,V), v = ẹ (U, V), 
ecuația suprafeței S, în noile coordonate U, V, este 
= F [ọ (U, V), (U, V)]. 


Curbele coordonate U = const., V = const. formînd o rețea ortogonală, 


avem 
Fy Fy = 0. 
Aplicaţii. I. Să se determine traiectoriile ortogonale ale familiei 
de curbe C 
TPR 3 u = Ce”; 
` “ :“situăte pe elicoidul 
| F = u (cosvi + sinv j) + (u + v) k. (1) 


Ecuația diferenţială a curbelor C este 
du = udy. 
Ținînd seamă de condiţia de ortogonalitate 


2 du ğu + (du v + dv ĝu) + (u? + 1)dvy5v = 0 (II) 


a două curbe situate pe elicoidul dat, deducem ecuația diferențială a traiec- 
toriilor ortogonale ale familiei de curbe C 
2u +1 
tuti 
Întegrînd-o, obținem ecuaţia în termeni finiţi 


uputi = C'e, (C' = const.), 


ðu + ðv = 0. 


a traiectoriilor ortogonale. 


II. Să se raporteze suprafața (I) la curbele v = const. și la traiectoriile 
lor ortogonale, drept curbe coordonate. 


1 Transformarea inversă se obține rezolvînd sistemul 
U = Ọ {u, v), V = Y (u, v), 


* în raport cu u, v. Cele două familii fiind distincte, funcţiile O (u, v), ¥ (u, v) sînt inde- 

pendente. Urmează că determinantul funcțional 
Du Dy 
Yu Yo 


este diferit de zero, deci rezolvarea este posibilă. 


Geometria intrinsecă a unei supraieje 267 


Deoarece — în lungul curbelor v = const. — avem dy = 0, ţinînd seamă 


de (II) deducem ecuaţia diferenţială 
2 du + dy = 


a traiectoriilor ortogonale. Ecuația în termeni finiţi a acestor traiectorii 
este deci 


2u+ =C 
Trebuie să facem transformarea 


U = 2u 4+ 7, V =7, 


`~ 


a cărei inversă este 


u = „=, 


Rezultă că ecuaţia suprafeţei (I) se scrie, în noile coordonate U, V, 


1 (cos Vi + sin V j) + —— trg ; 


curbele coordonate U = const., V = const. constituind o rețea ortogonală pe 
suprafaţă. 


9. Traiectorii izogonale ale unei familii de curbe. Fiind dată o familie 
regulată de curbe C, pe o suprafață S, se numesc traiectorii izogonale — ale 
familiei de curbe C — curbele unei alte familii regulate T, aparţinînd de 
asemenea suprafeţei, care taie sub același unghi curbele familiei C. 

Formula care dă unghiul a două curbe pe suprafaţă fiind 


Edu ğu + F (du 5v + dv ğu) + Gdv3v 
VE du? + 2 Fdudv 4 Gd? VE Su? 4 2F usv} G ôv 


și presupunînd că familia de curbe C este dată de o ecuație diferențială de 
primul ordin 


cos V = 


dv 


alu v), 


deducem că ecuația diferențială a traiectoriilor izogonale T este (sub formă 
rațională) 


[e +err en) 
cos? V = , (V= const.). 


(E +2Ff ema + ar +e(2)] 


Această ecuaţie, care definește — o dată cu traiectoriile de unghi V — 
și traiectoriile de unghi x—V, se descompune în ecuaţiile 


Se sa Al + (E + Ffi E Gita V E VALE +2Ff e GDiteV (A = EG — F) 
an A — (F + Gf)? tg? V ' i 
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10. Linii geodezice. Între curbele care se pot considera pe o suprafâţă,. 
deosebit de importante, datorită proprietăţilor lor, sînt liniile geodezice ale 
suprafeţei 1. it 

Se numesc linii geodezice ale unei suprafeţe curbele — situate pe suprafaţă — 
pei care planul osculator în fiecare punct conţine normala la suprafaţă. 

ie 


F = F (u, v) 


kad 
ecuaţia unei suprafețe S şi să presupunem că o anumită curbă C, obținută 
considerînd că u și v sînt funcții de un parametru ż, este linie geodezică a 
suprafeței. 
à . Ea .. d? dF 
Planul osculator într-un punct al curbei C, conținînd vectorii PT 
t 
. Hias 298 TEE d? dif i T 
conține de asemenea vectorii dF, d?’F, coliniari cu PET respectiv. Potrivit 
i t 


definiției liniilor geodezice, curba C este linie geodezică a suprafeței S, dacă 
vectorul normal A la suprafață și vectorii dř, d?F sînt coplanari, deci dacă 
avem relația 


(Ñ dF dF) = 0. (30) 


Această relație constituie ecuația diferențială, sub formă vectorială, a 
liniilor geodezice ale suprafeţei S. 

Considerînd pe u ca parametru în lungul liniilor geodezice, deducem că 
în lungul acestor linii avem 


dF = (F, + F„v')du, 
27 = (Puu F 2Fuo t F Fw? + Fu") du?, 
v' şi v” fiind derivatele de primul și al doilea ordin ale lui v în raport cu u. 


Ecuația diferențială (30) a liniilor geodezice' ale suprafeței S devine 
astfel 


(N, Pa FPU, Puu F Fut + Pwt? + Ro”) = O. (31) 


Ținînd seama de proprietatea distributivității produsului scalar și pro- 
dusului vectorial — față de adunare — și de relația (ușor de stabilit) 


(N Fu) = A = EG — F°, (32) 


ecuația (31) se mai scrie 
Av” + (N Fu Pau) + [2 (N Fu Pus) + (N Fo Fuu)]v” + 
+ [N Fu Foo) + 2AN Fo Fuo)] V? + (N FoPo) V = 0. (33) 


Aşadar, ecuația diferențială a liniilor geodezice ale unei suprafeţe S este 
de ordinul al doilea. 

n consecință, printr-un punct regulat M al suprafeței trec o infinitate 
de linii geodezice. Există însă o singură linie geodezică prin M, tangentă — în 
M — unei drepte date (situată în planul tangent în M). 


1 Liniile geodezice au fost introduse de Gauss. 
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Putem calcula coeficienţii din ecuaţia (33) în funcţie de coeficienţii 
metricii suprafeţei, calculînd întîi produsele vectoriale! N X 7, și N X F, 

Vectorul Ñ x 7, fiind perpendicular pe Ñ, este situat în planul tangent, 
deci avem? 


N XF, =a, + bF, 
unde a și b sînt scalari. Înmulţind ambii membri ai acestei relații — scalar 


— cu F, şi apoi cu F, și ținînd seamă că Ñ X F, este perpendicular pe F, 
precum și de relațiile 


a = E, Př, = F, R = (34) 
și (32), deducem sistemul în a, b 
Ea + Fb = 0, 
Fa + Gb = A, 
de unde 
a= — F, b= E, 
Avem deci 
N x F, = EFR — FF, (35) 
și în mod asemănător 
N x F = Fr, — GF (36) 
Pe de altă parte, derivînd relațiile (34) în raport cu u și v, obținem 
2Fy Fuu = Ew 27, Fo = Ey 
Fuu Fo F Pufu = Fus Fo Po + Fu Foo = Fos 
27, Puo = Gus 2F, Foo = Gr, 


1 Aceste produse se mai seriu respectiv (Fu X Fo) X Fu şi (Fu X Fo) X Fy și sînt prin 
urmare duble produse vectoriale. Pentru calculul lor se poate folosi formula, cunoscută 
din calculul vectorial, care dă dublul produs vectorial a trei vectori oarecare. Noi vom 
urma altă cale. 

2 Excludem — evident — din considerație punctele singulare ale suprafeței, deci 
Fus Fo, diferiți de zero, nu sînt coliniari. Așa fiind, putem considera pe Ñ X Fu drept 


suma a doi vectori f şi 4 coliniari cu Fu şi Fp respectiv: 


deci 424 
N X PusaFu + b Fo PE 
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de unde! 
Pa Pau ==, PP =F, o> 
PuPu =E, PuPu = SE (37) 
Pu Foo = Fo— tu, FoPo = e. 


Ținînd seamă de (35), (36) și (37), deducem 


N Z a AT F = E na — GE 
(NaP) miee, (N ppf) = eE eE, 
AT și EGy—FE Taa FGu—GE | 

(N Fu Fay) = E v , (N 7, Puo) = DG Pata (38) 
(N Fa Fov) =a Ten w, (N PoFo) = Za CERTA, 


astfel încît ecuaţia diferențială (33) a liniilor geodezice ale suprafeței S 
devine? 


2(EG—F?) v” =[G (2 F, —G,)—FG,] v+ [2GE,+ F (2 F; —3G,)—EG,]v'?+ 
+[GE,—F (2F,—3 E,)—2EG,]v' + (FE, —E [2F,— E.)]). (39) 


1 Introducînd notațiile 
Pau Pu = [1451 | FuvPu = 112,1 |, Fov Pu = | 22,1 |, 


Fuu Fo = |11,2|, Fuv Fo ='|12,2], Pov?o = | 22,2], 
avem l f 


[11,1 |= Bu, Hz ]=E, | 22,1 | = Fy — Gu, 
2 9 2 


Gu 


E G 
[11,2] = a= Di [12,2| = du |22,2| = 3 


„Expresiile |11,1|,..., |22,2| se numesc simbolii lui Christoffel de prima speță ai 
suprafeței. 
“2 Introducînd notaţiile 


4 1 1 
e A (pup = | |n a (ez = || a Bere = || 
SI a (Pa Puu) 1al T (Pufu) ral a Ae sal! 


1 1 1 > 1 1 2 a: 4 
— — (PF = | — or =] ,— i Met = | | 
a o Puu) 14 a (Po Fu) 12 KA v Poe) 29|? 


avem 

K |- reru Eo | 1 e 76, 1 jeen tii 

11 2A 12 2A 2 2 2A 

| 2 |- E(2Fy— E —FEu |2 -e 2 |- E Eero = a 
= = —— 3 PI = a 

44 2A n2 2A 22 2A 
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Din definiția și din ecuaţia diferențială a liniilor geodezice ale unei 
suprafețe, rezultă o serie de consecințe imediate. 

Planul osculator în lungul unei drepte fiind nedeterminat, dacă o dreaptă 
aparține unei suprafețe, putem conveni să considerăm drept plan osculator,. 
în punctul curent M al dreptei, planul determinat de dreaptă și normala 
în M la suprafață. Înseamnă (în virtutea acestei convenții) că dreptele apar- 
ținînd unei suprafețe sînt geodezice ale suprafeței. În cazul particular cînd 
suprafaţa este un plan, ţinînd seama că printr-un punct al planului trec o 
infinitate de drepte situate în plan, rezultă că putem enunţa propoziţia: 


Liniile geodezice ale unui plan sînt dreptele planului. 


Din ecuaţia (33) se vede că, dacă 
(N Fu Fuu) = 0, 


curbele coordonate v = const. sînt linii geodezice şi reciproc. E 
Este ușor apoi de văzut că, dacă se consideră u ca funcție de v, ecuația 
liniilor geodezice se scrie! 


m é 


Au” = (N Fa Pau) ut? + [2 (N Fu Puo) + (N Fo Pa] u? + 
+ (N Fu Fo) + 2 (NFoFu)l u + (NF, Fov), (83% 
de unde rezultă că, dacă | 
(NF Fo) = 0, 


curbele coordonate u = const. sînt linii geodezice şi reciproc. 
În cazul cînd cele două familii de curbe coordonate formează o rețea 
ortogonală, deci cînd F = 0, din formulele (38) deducem 


Sa a 4 a 1 
(N Fi Fu) = — Ta EE, (N FoPo) = z GG. 
2 


11 2 2 | 
feţei. Se verifică uşor relaţiile între simbolii lui Christoffel de prima şi a doua speţă: 
3 ia] -e]i [ela 
ij ij ij 


ale căror inverse sînt relaţiile 


Expresiile se numesc simbolii lui Christoffel de a doua speţă ai supra- 


+F|2 
tJ 


ij i| =E , (i j= 1,2) 


rai zi SI 2 1 NO ih 
1 |= E elija Fli 2h |; jeg Fli A + Ei, 21). 
ij A ij A 
. Utilizîind simbolii lui Christoffel, ecuaţia (32) a liniilor geodezice se scrie: 
a 1 PARANA Ma A E ăi 2 l 
v v v? + [2 v + 0. 
F F 2 i lə | 12 12 11 14 


1 Schimbarea de semn este consecinţa faptului că produsul vectorial este anti- 
comutativ. 
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Cum E și G sînt nenuli (deoarece excludem din consideraţie punctele 
singulare ale suprafeţei), rezultă că, dacă produsul (A F, F„u) este nul, atunci 
E, = 0 (și reciproc) şi în mod asemănător, dacă produsul (Ñ 7,7,,) este nul, 
G, = O (și reciproc). 

Putem deci enunţa propoziţia: 

În cazul cînd curbele coordonate ale unei suprafețe formează o rețea 
ortogonală, curbele v = const. sînt linii geodezice dacă (şi numai dacă) E nu 
depinde de v. De asemenea, curbele coordonate u = const. sînt linii geodezice 
dacă (şi numai dacă) G nu depinde de u. 


Liniile geodezice intervin într-o problemă de dinamica punctului 
material. 

Să presupunem că un punct material de masă m, asupra căruia nu ac- 
țţionează forţe exterioare, se mișcă pe o suprafaţă. Ecuația mișcării acestui 
punct fiind 

mă = R, 


unde vectorul & este accelerația, iar R reacţiunea, normală la suprafață, în- 
seamnă că accelerația este normală la suprafaţă. Se ştie însă, din cinematica 
punctului material, că acceleraţia este situată în planul osculator la curba 
(traiectoria) descrisă de punctul imaterial. 

Rezultă că planul osculator conţine normala la suprafaţă, încît putem 
enunța propoziţia: 


Curba descrisă pe o suprafaţă, de un punct material asupra căruia nu acţio- 
nează forțe exterioare, este o linie geodezică a suprafeţei. 


Aplicaţie. Liniile geodezice ale unui cilindru sînt elice. 


Putem presupune că generatoarele cilindrului sînt paralele cu axa Oz. 
De asemenea, notînd cu u arcul curbei I după care cilindrul taie planul z = O, 
ecuaţiile parametrice ale acestei curbe sînt de forma 


s = f (u), y = g (u) 


În sfîrșit, notînd cu v cota unui punct oarecare de pe generatoarea prin 
punctul curbei T corespunzător arcului u, deducem că ecuația cilindrului 


și avem 


se scrie _ 
F=f(u)i + el(u)j +vă. 
Avem i 
F =f'i +g j, 
Fe = Ñ, 
și deci 
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- Rezultă că ecuația diferențială a liniilor geodezice ale cilindrului este 
| v” =Q. 
Integrala acestei ecuații fiind 
v = au + b, 


unde a și b sînt două constante arbitrare, deducem că ecuația vectorială a 
liniilor geodezice este 


F= f (u)i + g(u)j + (au + b)k. 
Vectorul director al tangentei la o linie geodezică fiind 
F' = f'i +g'j + ak, 
şi indicînd prin V unghiul tangentei cu 0z, deducem 


F 
cos V = E Se 


Deci V. = const., ceea ce înseamnă că liniile geodezice ale unui cilindru 
sînt, în adevăr, elice. 


141. Coordonate semigeodezice. Coordonate geodezice polare. Proprietatea 
eziremală a liniilor geodezice. Geodezicele unei suprafeţe S constituind 
o familie de curbe care depinde de doi parametri, putem extrage — din 
această familie — oricîte familii care să depindă de un singur parametru. O 
astfel de familie se numește fascicul de geodezice. Despre un fascicul de geode- 
zice spunem că este regulat într-o porțiune a suprafeţei, dacă printr-un 
punct al acestei porţiuni trece o singură geodezică a fasciculului. 

Geodezicele care trec printr-un punct regulat Mo al suprafeţei con- 
stituie, într-o anumită porțiune în jurul lui Mo, din care excludem pe Mo, 
un fascicul regulat de geodezice. De asemenea, geodezicele ortogonale 
unei curbe Co, constituită din puncte regulate ale suprafeţei, formează, 
într-o anumită porțiune care conține curba Co, un fascicul regulat de 
geodezice. 

Avînd un fascicul regulat de geodezice ale suprafeţei S 


reprezentat de o ecuaţie de forma 
p(u, v) =C, 


putem determina traiectoriile ortogonale ale acestui fascicul. În conse- 
cinţă, putem raporta suprafaţa la geodezicele fasciculului și la traiectoriile 
ortogonale, - drept curbe coordonate. 

Un sistem de coordonate pe suprafaţă, pentru care una din familiile 
de curbe coordonate este constituită din geodezicele unui fascicul regulat, 
cealaltă familie fiind constituită din traiectoriile ortogonale ale fascicu- 
lului, poartă numele de sistem de coordonate semigeodezice. 
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Să presupunem că, într-un sistem de coordonate semigeodezice, fami- 
lia de curbe coordonate v = const. este un fascicul de geodezice, curbele 
coordonate u = const. fiind traiectoriile ortogonale ale fascicululuil. 

Curbele coordonate constituind o reţea ortogonală, avem F = 0. De ase- 
menea, curbele v = const. fiind geodezice, E nu depinde de v. 

Deducem că metrica suprafeţei este de forma 


| ds? = E (u) du? + G (u, v)dv2. 
Dacă facem schimbarea de parametru 
dU =VE(u) du, 


adică 


metrica suprafeţei devine 
ds? = dU? + G, (U, v) dv? 
sau, schimbînd notația (punînd u în loc de U și G în loc de G): 
ds? = du? + G (u, v) dv?. (40) 


În virtutea formei (40) a metricii, u —ug reprezintă lungimea arcului, pe 
orice curbă v = const. (orice geodezică a fasciculului), măsurat de la curba 
u = ug (o traiectorie ortogonală a fasciculului de geodezice). 

Forma (40) se numește forma geodezică a metricii suprafeţei?. 

Fie M, și Ma două puncte ale unei geodezice oarecare a fasciculului 
(unei curbe oarecare v = const.), corespunzătoare valorilor u) <u ale lui u. 
Utilizînd forma geodezică (40), lungimea arcului M,M, al geodezicei este 


uU: 
u, 
Cum M, şi M, sînt punctele în care o geodezică oarecare a fasciculului 
este tăiată de traiectoriile ortogonale u = u, și u = u, putem enunța 
teorema: 


Traiectoriile ortogonale ale unui fascicul regulat de geodezice determină 
pe toate geodezicele fasciculului arce egale. 


Această teoremă pune în evidență analogia între traiectoriile ortogonale 
ale unui fascicul regulat de geodezice și perpendicularele pe un fascicul de 
drepte paralele. De aceea iraiectoriile ortogonale ale unui fascicul de geo- 
dezice mai poartă numele de linii geodezic paralele. 


1 Consideraţiile pe care le facem se referă la o porţiune a suprafeţei în care siste- 
mul de coordonate semigeodezice este regulat, ceea ce înseamnă că punctele porțiunii 
considerate sînt puncte regulate ale suprafeţei, prin fiecare punct trecînd o singură curbă 
din fiecare familie de curbe coordonate. 

2 Forma geodezică a metricii generalizează, pentru o suprafaţă oarecare, forma 
canonică a metricii unei suprafeţe de rotaţie, obţinută în $ 18, 1, aplicaţia II. 
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În cazul cînd un fascicul (regulat) de geodezice este constituit din 
geodezicele care trec printr-un punct regulat Me al suprafeţei, traiecto- 
riile ortogonale ale acestui fascicul se numesc cercuri geodezicel. Rezultă, 
din teorema precedentă, că un cerc geodezic este locul geometric al punctelor 
suprafeţei, ale căror distanţe de Mo, în lungul geodezicelor prin My, sînt egale. 

Dacă metrica suprafeţei este adusă la forma geodezică (40), familiile | 
de curbe v = const. și u =const. fiind constituite respectiv dintr-un fascicul 
regulat de geodezice care trec printr-un punct regulat Mo și din traiecto- 
riile ortogonale ale acestor geodezice, putem presupune că v este unghiul 
pe care o geodezică variabilă (a fasciculului) îl face — în Mg — cu o geo- 
dezică iniţială v = 0. Putem încă presupune că Mo este originea arcelor pe 
geodezicele fasciculului, ceea ce înseamnă că Mg corespunde valorii u = 0 
(oricare ar îi v). Datorită analogiei cu coordonatele polare în plan, coordo- 
natele semigeodezice u, v — astfel introduse — se numesc coordonate geodezice 
polare. Punctul Mo este polul sistemului de coordonate. 

Așa fiind, vrem să arătăm că funcția G verifică relaţiile 


Fa. 0, G 2 

(V6)._0=0, (2/4 mo (41) 
În adevăr, să raportăm spațiul la un sistem de coordonate cu originea O 

în Mg, axa Oz fiind tangentă la geodezica v = 0, iar Oz normală la 

suprafață. 

| Dezvoltînd după puterile lui u funcţia vectorială F (u, v) și ţinînd seamă 

"că F(0, v) = 0, avem 


3 
F (u,v) = uF, Fo ARE ANR 


SR 3 i _0 ra! ce A ` "i 
unde am indicat prin FU, Fuu, «.. valorile derivatelor parţiale Fu, Fu =» 
pentru u = Q. 

Deoarece u este arcul pe o geodezică oarecare va fasoiculului, în- 


seamnă că F, este versorul tangentei în punctul curent, deci Pu este ver- 
sorul tangentei în Mọ la geodezică. 


Cum apoi 7u— situat în planul z = 0 (planul tangent în Mọ la supra- 
față) — face cu Os unghiul v, avem 
Fu = cos vi + sinvj, 
încît dezvoltarea precedentă devine 
F (u, v) = u (cos vi + sin vj) +... 


Prin urmare 


F, = u (— sin vi + cos vj) +... 
de unde ; 
i 22 
G = Fo = u? -+ 
1 Mai exact cercuri geodezice de speța a doua. 


Cercurile geodezice de prima speță sint curbele cu curbură geodezică constantă (în 
ceea ce priveşte curbura geodezică, a se vedea cap. VI, § 21,4). 


18* 
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Deducem 


E > ia LE A Ac 


iar de aici rezultă imediat relaţiile (41). | 

= Vom utiliza aceste relaţii mai tîrziul, pentru a demonstra o impor- 
tantă teoremă a lui Gauss. 

Suprafaţa fiind raportată la un sistem de coordonate semigeo dezice 
(în particular geodezice polare), pentru care familia de curbe y = const. 
este un fascicul de geodezice, să presupunem metrica suprafeţei adusă la 
forma geodezică (40), şi să considerăm din nou două puncte M, și Ma apar- 
ţinînd unei geodezice C a fasciculului, corespunzătoare valorilor u< ua. 
Ecuația unei curbe I care trece prin M, şi Me, diferită de geodezica C, 
este de forma? 
v = lu), 


iar lungimea arcului M,M, al curbei I este dată de relaţia 


-YYTE Cp" du. 


w 
_2 
Deoarece G = F; > 0, avem? 


1+Gọ? >i, 


de unde rezultă 


us Ue 
{yi + Ge?du >f du, 
U, U: 
adică 
l s > Ug — i. 


Însă us—u, este lungimea arcului M, M, al geodezicei C, încît deducem 
teorema fundamentală: 


Dacă două puncte M, şi M, ale unei suprafeţe aparțin unei geodezice 
care face parte dintr-un fascicul regulat de geodezice, arcul M M, al geodezicei 
este cea mai scurtă distanță — pe suprafață — între cele două puncte. 


12. Liniile geodezice ale suprafeţelor de rotaţie. În ceea ce priveşte o 
suprafaţă de rotaţie, se poate arăta că ecuația liniilor geodezice poate fi ob- 
ţinută prin cuadraturi. 

În adevăr, metrica — sub formă geodezică —a unei suprafeţe de ro- 
tație fiind 

ds? = du? + G (u) dv?, 


lv. cap. VI, § 24, 23. - 
2 Curba I trecînd prin M, şi Ms, valorile ọ{u,) şi (uz) ale funcţiei ọ{u) sînt 
egale cu valoarea lui căreia îi corespunde geodezica 
3 Egalitatea nu poate avea loc decît în punctele curbei în care p'=0. 
4 Utilizînd elemente de calcul variaţional, se demonstrează că o curbă care, reali- 
zează minimul distanţei pe o suprafaţă, între două puncte ale suprafeței, este o geodezică. 
© 57y, § 18,1, aplicația II. 
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ecuația diferenţială a liniilor geodezice se scrie 


Gv” + G'v' + = GG'v” = 0, (42) 
sau 
(Gv'y' To 1 GG'y'3 = 0, 
sau încă 
Gr! 1 
(Gv)? tya 
sau în sfîrșit 
i -2 Lă 1 Lă în 
[ene] + (5) =0 
Integrînd și indicînd prin Ž constanta de integrare, obținem 
` Gtit, 
a 
de unde 
a2G! 
(Goa = ES (43) 
iar de aici 
Poza a , 
e VO (G = a) 


Indicînd prin vo altă constantă, deducem Sena ară în termeni finiţi a li- 
niilor geodezice ale suprafeţei de rotaţie 


u 


= A ANRE (44) 
aan aa 
Ua A 
Ecuația (44), în care presupunem constanta a fixă, reprezintă o fa- 
milie de geodezice care se obţin una din alta printr-o rotaţie în jurul axei 
suprafeţei. Astfel, dacă C” şi C” sînt geodezieele — din această a — 
corespunzătoare valorilor v și v atribuite unghiului 7; geodezica C” 
obține din geodezica C’ printr-o rotaţie de unghiul v — v în jurul ake: 
suprafeței. 
Pentru a găsi interpretarea geometrică a constantei a, vom calcula 
unghiul V al unei geodezice oarecare cu paralelul corespunzător unei valori u. 
Indicînd prin du, dv și du = 0, &v diferenţialele parametrilor u, v co- 
respunzătoare geodezicei și paralelului şi ținînd seamă de formula (14), avem 
cos V = seu a EN E = ERR i R ; | 


F VG (du Gd) VG + (Gv): 


Ținînd acum seama de (43), deducem 


cos V = Ż. 


TA 
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n] 


Însă raza r a paralelului este! G, încît obţinem relaţia 
rcosV =a, l (45) 


care dă interpretarea constantei a. 

Așadar: Produsul dintre raza paralelului prin punctul curent al unei 
geodezice a suprafeţei de rotaţie şi cosinusul unghiului geodezicei cu paralelul 
este constant (teorema lui Ciairaut). 

Relaţia (45) ne permite să urmărim mersul geodezicelor corespunză- 
toare unei valori a constantei a. 


Observaţie. Ecuația (42) admite soluţia v = const. Prin urmare 
curbele meridiane ale unei suprafeţe de rotaţie sînt linii geodezice. 

În cazul particular cînd suprafaţa de rotaţie este o sferă, curbele meri- 
diane sînt cercuri mari. Ținînd seamă că printr-un punct al sferei trec o 
infinitate de cercuri mari, deducem propoziţia: 


Liniile geodezice ale unei sfere sînt cercurile mari. 


$ 20. Reprezentarea suprafeţelor una pe alta 


13. Reprezentări izometrice. Fiind date două suprafețe S și S*, 
iat 


i F = F (u, v), F = F* (u*, v*), 

raportate la coordonatele curbilinii u, v și u*, v*, este posibil totdeauna 
să stabilim o corespondență biunivocă și bicotinuă între două porțiuni 
regulate (suficient de restrînse) Z și &*, aparținînd celor două suprafețe. 
O astfel de corespondență este dată de o transformare de forma? 


uk = u*(u, v), v* = v* (u, v), (46) 
funcțiile u*(u, v) și v*(u, v) fiind biunivoce şi continue, iar determinantul 
funcțional DT finit și diferit de zero în domeniul — din planul varia- 
bilelor (u, v) — căruia-i corespunde porțiunea 2. 

Spunem că cele două porțiuni } şi 2* sînt reprezentate una pe alta. 


1 v. $ 18, 1, aplicaţia II. 
2 O astfel de corespondenţă este de exemplu cea realizată prin translația 


uk = u + uğ — uo, Wu oË — vy 


unde ug, Yo şi ug i v sint coordonatele curbilinii a două puncte regulate M, şi ME ale 
suprafeţelor S şi S*. 

n adevăr, fie D şi D* domeniile cărora le corespund două porţiuni regulate (pe 
S şi S*) ce conţin punctele Mo şi Mi + Presupunînd că — iniţial — planele variabilelor 
(u, v), (u*, v*) sînt suprapuse, astfel încît axele coordonate Qu, Nw coincid respectiv cu 
Q*u*, Q*y*, prin translaţia precedentă D* se transformă într-un domeniu egal cu D*, 
care are o parte comună A cu D. Fie A* domeniul care coincide cu A prin translaţia pre- 
cedentă. Porţiunile regulate 5 şi 5* (ale suprafețelor S şi S*), care sînt puse în cores- 
pondență biunivocă şi bicontinuă prin transformarea (translaţia) considerată, sînt acelea 
care corespund domeniilor A şi A*. 
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Prin această reprezentare, unei curbe C aparţinînd porțiunii X îi 
corespunde o curbă C* aparținînd porțiunii 2*.(şi invers). Aceasta în- 
seamnă că, atunci cînd un punct M al porțiunii 2 descrie o curbă C 


u = u (t), v = v (t), 


corespondentul M* al lui M, prin transformarea (46), descrie o curbă C*: 
| u* = u* [u (t), v(0], 0% = v*[u (t), 0(0)], 


care aparține porțiunii Ł* (și invers). 

În cele ce urmează, ne vom referi în primul rînd la reprezentările care 
păstrează lungimile, care au deci proprietatea că două arce corespondente 
oarecare a două curbe corespondente oarecare, situate pe două suprafețe, 
au aceeaşi lungime. Reprezentările care păstrează lungimile se numesc 
reprezentări izometrice, iar două suprafețe care se reprezintă izometric una 
pe alta se numesc suprafețe izometrice. 

În al doilea rînd vom considera reprezentările care păstrează unghiu- 
rile, care au deci proprietatea că unghiul sub care se taie două curbe oare- 
care ale unei suprafeţe este egal cu unghiul sub care se taie curbele cores- 


pondente ale celeilalte suprafeţe. Reprezentările care păstrează unghiurile ` 


se numesc reprezentări conforme. 


Să presupunem că suprafeţele S și S* se reprezintă izometric una pe 
alta prin transformarea (46). 

Fie C și C* două curbe corespondente oarecare ale suprafeţelor S și 
S*, Mo, M şi Mï, M* două perechi de puncte corespondente pe C și C* 
respectiv. 

Metricile celor două suprafeţe fiind 

ds? = Edu? + 2Fdu dv + Gdv?, 
ds*2 = E*du*2 + 2F*du*du* + G*dy*2, 


şi considerînd ca parametru în lungul curbei C pe u, iar în lungul curbei 


C* pe u*, avem 
U 


arc MM =È je ar e ef) =) du, 


tlo 
Už 


arc MéM* =| e+ + ape 2-a 22) dus f 
du 
ug 
up și U fiind valorile lui u cărora le corespund punctele Mo, M, iar us 


și U* valorile lui u* cărora le corespund punctele Mọ, M*. 
Însă, prin transformarea (46), avem 


ds? = E*(u*, 0%) [2 du +E) +2F* (u*, 0%) 2 u + 
u 


a olara a A n 
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adică 
ds*2 = du? + 2 F du dv + Qdu?, 


unde am notat 


E* (u*, p* [= + 2F* (u*, v*) De în + e (u*, o) (Z) =$, 
u 
E* (u*, px) d ĝu* du* du 1 F*(u*, v*) pi ov* Ze m) 
du d du ðv ðv du (47) 
+ G*(u*, T. F, 
v 
pet, en [EJ rate, emit ot, m (E =s 
v 
Deducem 
U 


aro MEM* =| |6 og d E 2 du. 
á e! + ura a 
OA 
Suprafeţele S şi S* fiind — prin ipoteză — izometrice, avem 
arc MM = arc MEM*, 
adică (punînd u în loc de U) | 


(e ap rc (auf ||s +25 + T = du, 


sau, derivînd în raport cu u și ridicînd la pătrat, 


d d : 
E+ 2F2+G | =5 +252 +8 | e) 


sau încă 
E du? + 2F du dv + Gdu? = du? + 2$dudy + Qdu2, (48) 
adică 
ds? = ds*2. 
Cum, în (48), du, dv, sînt arbitrari! deducem 
8 = E, $ = F, $8 =G. (49) 


Reciproc, dacă sînt satisfăcute relațiile (49), unde 8, f, 4 sînt date 
de (47), deci dacă metrica unei suprafețe. se reduce la metrica celeilalte 
suprafețe printr-o transformare (46), se vede uşor (urmînd calea inversă) 
că suprafețele sînt izometrice. 


1 Deoarece curbele C şi C* sînt două curbe corespondente oarecare ale supra- 
fețelor S şi S* 
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În definitiv, pentru ca două suprafețe S şi S* să fie izometrice, este 
necesar şi suficient să putem determina funcţiile u* şi v*, soluţii ale sistemului 
de ecuaţii cu derivate a 


E+ (ut, 9%) (EE + 2Prut, un SE 20 Glut, o 72) = 
du 
du* Ju* Ju* dot du* av? du* dt 
* (1% kfk yx) [0W 00 *(u*, E 
a E D a be beu) uT a: 3 e on di dr i 


du* Qu* 2 
E*(u*, v 2F*(u*, v G*(u*, v* (5) =G. 
(us, o (E arrun, on ERT + Gue, oe) (2 
Cum acesta este un sistem de trei ecuații cu două funcții necunoscute, 
în general incompatibil, putem spune că, în general, două suprafețe date 


nu sînt izometrice. 


Observaţii. I. Două suprafeţe S și S*, iniţial raportate 
la aceleași coordonate curbilinii u, v, pentru ca să fie izometrice, este necesar 
şi suficient ca prima formă fundamentală să fie aceeași pentru ambele supra- 
feţe, deci să avem identic 

E* = E,F* = F,G* =G. 

II. Dacă două suprafețe S și S$* sînt izometrice, deci prima formă fun- 
damentală a uneia este reductibilă la prima formă fundamentală a celei- 
lalte, printr-o transformare (46), toate elementele geometrice care depind 
de coeficienții primei forme fundamentale sînt aceleași sau se corespund. 

Astfel, unghiul sub care se taie două curbe ale suprafeţei S este egal cu 
unghiul sub care se taie curbele corespondente situate pe S*, cu care S este 
izometricăl. 

Am văzut, mai sus, că în ecuaţia diferenţială a liniilor geodezice ale 
unei suprafeţe intră numai coeficienţii E, F,G ai metricii suprafeţei și 
derivatele acestor coeficienţi. Rezultă că, dacă două suprafeţe sînt izomelrice, 
o linie geodezică a unei suprafeţe are drept corespondentă o linie geodezică a 
celeilalte suprafeţe. 


III. În particular, se poate întîmpla ca o suprafaţă să se reprezinte 
izometric pe ea însăși. 

Astfel, o suprafaţă de rotaţie se reprezintă izometric pe ea însăși într-o 
infinitate de moduri. În adevăr, fie S 


F = ucosvi + usinvj + f(u) k 
o suprafață de rotație în jurul axei Oz (fig. 72). Rotind suprafața de un 
unghi « în jurul axei Oz, un punct oarecare M(u, v) al suprafeței se rotește 
de unghiul « în jurul acestei axe, coincizînd, după rotație, cu un alt punct 
M*(u*, v*) al suprafeței. Avem însă relațiile evidente 

uk = u, v* =v + 4, 

între coordonatele punctelor M și M*. Aceste relaţii definesc o reprezentare 
izometrică a suprafeţei pe ea însăşi, deoarece două arce oarecare corespondente, 


1 Dintre elementele geometrice care se păstrează într-o corespondenţă izometrică, 
fac de asemenea parte curbura. geodezică şi curbura totală, de care ne ocupăm în capi- 
tolul următor. 
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a două curbe oarecare corespondente, coincid prin rotația de unghi a în 
jurul axei Oz. 

Cum « este un parametru care poate fi ales arbitrar (putem da lui a 
o infinitate de valori), înseamnă că o suprafaţă de rotaţie este izometrică cu 
ea însăşi într-o infinitate de moduri. Spunem că reprezentările izometrice ale 
suprafeţelor de rotaţie pe ele însele depind de un parametru. 

n mod asemănător, o sferă este izometrică cu ea însăşi într-o infini- 
tate de moduri, reprezentările izometrice ale sferei pe ea însăși depinzîind 

z de trei parametri. 


14. Reprezentarea  izometrică a unei 
suprafeţe desfășurabile pe un plan. Vrem să 
demonstrăm că o suprafaţă desfăşurabilă se 
reprezintă izomelric pe un plant. 

În adevăr, fiind dată o suprafaţă 
desfăşurabilă S, fie T muchia de întoarcere 
a suprafeţei. Presupunînd că parametrul în 
lungul curbei T este arcul o, ecuaţia acestei 
„curbe este de forma 


F = Fo(0). 


Considerînd ca vector director al tan- 
gentei în punctul curent al curbei F chiar 


Fig. 72 


versorul 7 = 2, ecuația suprafeței desfășurabile S este 
o kJ 
PF = Fo + uT 
u fiind un alt parametru. | 
Potrivit primei formule a lui Frenet, avem 
- d?o d? a u = 
R =Z +u = T +N, - 
om e aa R’ 


1 pes eS ; TRE Š 
r fiind curbura, iar V versorul normalei principale în punctul curent al 


curbei I. 
Cum avem de asemenea 
F, =T, 
deducem 
2 
ms A ai u 
E = R = 1, F = Rf. = 1, G = F = Tnn 


încît metrica suprafeței desfășurabile S este 
2 
ds? = (du + do)? + a do?. 
1 Reprezentarea izometrică a unei suprafețe desfăşurabile pe un plan este aspectul 


analitic al desfăşurării (aplicării) suprafeței desfăşurabile pe plan (a se vedea cap. IV, 
§ 17, 8). l 
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Observăm că în ezpresuile coeficienţilor intră numai curbura, nu și 
torsiunea curbei de întoarcere I. 
Considerînd o altă suprafaţă desfășurabilă S’, a cărei curbă de întoar- 


cere T" are aceeași curbură ET — funcție de o — ca și I, este clar că metrica 


suprafeței S' este aceeași cu a suprafeţei S. Înseamnă că cele două suprafeţe 
S şi S’ sînt izometrice. În particular putem considera o curbă plană C, cu 


aceeași curbură L ca şi l’. Suprafața desfășurabilă generată de tangentele 


curbei C este o porțiune a planului curbei C, cu care deci suprafaţa S este 
izometricăl 


Aplicaţie. Să se arate că un elicoid este izometric cu o suprafaţă 
de ir. (teorema lui Bour). 


Ecuația unui elicoid fiind 
F = u cosvi + usinv j + [f(u) + av] k, 
avem 
F, = cosvi + sinvj + f'k, 
F, = — usinvi + ucosvj + ak, 
E = F = 1 4+ f°, F = Ff, = af’, G = F, = u H aÊ 
şi deci metrica elicoidului este 
ds? = (| + f'2)du2 + 2af'dudy + (u? + a?)dv?. (I) 
Pe de altă parte, metrica unei suprafețe de rotație 
F = u cos vi + u sinvj + ọ(u)kķ, 
este (cum se vede făcînd a = 0 în metrica elicoidului) 
ds? = (1 + ọ°)du? + u2dy?. l (11) 
Vom arăta că putem reduce metrica (I), a elicoidului, la forma (II) a 
metricii unei suprafețe de rotaţie. 


n adevăr, putem pune în evidenţă, în metrica (I), un pătrat perfect, 
Avem astiel 


ds? = aa + adv + —— 


A Ai 2 + '2)du2 
du) e + (+ fdu, 


Ta 3 aè a 
sau 
B ap Vu + a + a 2 — (u? + a1 +f?) — af” 
ds? = (TET u? + a2 dv + a Ta du) = e e du?, 
sau încă 


de > ti + aan + zau) T ae, 
u? a? 


u? + a? 


1 În capitolul următor vom arăta că orice suprafață izometrică cu un plan este desfă- 
> 5 
șurabilă. 
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Dacă punem 


dV = dv + A du, 
a 2 
deci 
Ta EL 
dl | u2 + a2 i 
precum și 
U = [u F e 
de unde 
UdU 
u= VOTE, du = p, 


metrica elicoidului se scriel 


U? + (U? —a?) f (VU? — a?) 
ai 


ds? = U?dV? + dU2, 


Este de ajuns acum să punem 
U? U? — a?) f2 (VU: Z a2 A 
+ sc ali Z i = 1 + Ņ”°{U), 
funcția V(U) fiind deci dată de relația 
3 U? — a? 
pentru ca metrica elicoidului să devină 
ds? = [1 + V2(U)]dU2 + U2adV2, 
și În aceasta recunoaștem metrica suprafeței de rotație 
F = Ucos Vi + UsinV j + V(U)k 


Aşadar, prin transformarea 


U =P Fat, v =r + (L 


apa’? 


elicoidul 
F = ucosvi + usinvj + [f(u) + av] k, 

se reprezintă izometric pe o suprafaţă de rotaţie. 

În cazul particular cînd f(u) == 0, elicoidul este elicoidul drept cu plan 
director 
F = u cosvi + u sinvj + avk 
și avem 

dU 

yU: — a2 


WU) = a | = a log (U + VU? — a). 


1 Aici f2(VU2 — a?) înseamnă valoarea pătratului derivatei f'(u) a upepiei flu) 
pentru u = VU? — a@. 
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Așadar, prin transformarea 
u = VIZE, o =V, 


elicoidul drept cu plan director se reprezintă izometric pe catenoidul 


F = UcosVi +-UsinV] + a log(U + V[U? = aż) k, 
a cărui ecuaţie carteziană, în urma unei translaţii în lungul axei Oz, se 
reduce la 


adică 


15. Reprezentare conformă. Să presupunem că, printr-o transformare de 
forma (46), suprafaţa S 
F = F (u, v) 
se reprezintă conform pe suprafața S* 
p = P*(u*, o) 


ceea ce înseamnă că unghiul sub care se taie două curbe oarecare ale supra- 
feței S este egal cu unghiul sub care se taie curbele corespondente ale suprafeței S*. 
Metrica suprafeței S fiind. 


ds? = E du? + 2Fdu dv + G du, 
ținînd seamă de transformarea (46), putem presupune metrica suprafeței S* 
adusă la forma 
ds?* = & du? + 2 Fdu dv + Qdu?, 
unde coeficienții &, $, $ sînt daţi de relațiile (47). 
Unghiul a două curbe ale suprafeței S este dat de formula 
E dudu + F (dudv + dv du) + G dvu &v 


VE du? $ 2Fdudv 4 Gdo YE Su? + 2F 5u sv + G S0 


iar unghiul curbelor corespondente ale suprafeței S* de formula 
Sdudu + S(du5v + dvâu) + Qdvăv 
Vadu? + 25dudu + Qdri Y88u? F 25 8u 5v gări 


cos V = 


cos V* = 


Reprezentarea fiind presupusă conformă, înseamnă că avem V = V*, 
'deci avem relația 
E duğu + F (duv + dvâu) + Gdvåv 
Edu? +2F dudv4}Gdi? VE Su? + 2F 5u8v + GS- 
Ra Sdu u + S(dudv +- dvâu) + Qdvăv 
dv òv 


oricare ar fi u, v şi direcțiile m = —, u = —. 
i du su 
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Presupunînd în particular u = 0, relaţia precedentă se scrie 


şi aceasta trebuie să aibă loc oricare ar fi u,v și m. 
Ridicînd la pătrat și scăzînd numărătorii din numitori, deducem 
relaţia 
E2 + 2EFm + Fm? _ 82 + 28%m + Fm? 


EG— F? 88 —s2 
care, trebuind să fie verificată pentru orice m, ne conduce la relațiile 
E? 8? EF __ s 
RI a — pa eee 9) 
EG—F:  59—s' EG—F:  69—s: 
F2 g2 


EG—F:  gg— F 


care se mai scriu 


— 


îi, (50) 


Reciproc, se vede ușor că, dacă sînt îndeplinite condiţiile (50), un- 
ghiul a două curbe oarecare ale suprafeţei S este egal cu unghiul curbelor 
corespondente ale suprafeței S*. 

Dacă notăm cu 72 valoarea comună a rapoartelor (50), à fiind o funcţie 
. de u, v, deducem relaţia 


ds*2 = )2 ds?, 


între metricile suprafeţelor S* și S. 

Așadar, pentru ca două suprafețe S şi S* să se reprezinte conform una 
pe alta, printr-o transformare de forma (46), este necesar și suficient ca metricile 
celor două suprafeţe să fie proporţionale. 

Ținînd seamă de expresiile (47) ale coeficienţilor 8, F, $, rezultă că 
relaţiile (50) constituie un sistem de două ecuaţii cu derivate parţiale în 
raport cu funcţiile u*, v*. Înseamnă că problema determinării corespon- 
denţei prin care două suprafeţe se reprezintă conform una pe alta este, în 
general, posibilă. | 
„Am văzut mai sus! că metrica unei suprafeţe poate fi adusă la forma 
izotermă 


ds? = A(u, v)(du?2 + dv?). 


1 $19, 6. 
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Metrica — sub această formă — diferind printr-un factor de metrica 
du? + dv?, a unui plan în care u, v sînt coordonate carteziene ortogonale, 
deducem propoziţia: 


Orice suprafaţă se reprezintă conform pe un plan. 
Dacă metricile a două suprafeţe S și S* sînt aduse la forma izotermă 
ds? = à (u, v) (du? + dv2), 
ds*? = A*(u*, v*) (du*? + dv*), 
o transformare conformă 
u* = u*(u, v), v* = vř(u, v), (51) 


„prin care S şi S* se reprezintă conform una pe alta, este dată — în virtutea 


ecuațiilor (50) — de sistemul 
Du:  (âvt 2 __(âu*2 
al + (a) =) 
du* Ju* ðv* v* 


du ðv + ðu gv 


în care recunoaştem sistemul întîlnit în problema determinării transformărilor 
de coordonate izoterme. 

Deducem că pentru a obține o transformare conformă (50), considerăm 
funcţia u*(u, v) egală cu o funcție armonică arbitrară și funcţia v*(u, v) 
dată de integrala! 


v*(u, v) = | [= “du + m do) + C, (C = const.). 


HaT. 


pi 


Cea mai simplă transformare conformă este transformarea identică 


i uf =u, v* =v. 
16. Reprezentarea conformă a suprafețelor de rotație pe un plan. Proiecjia 
lui Mercator. Proiecție stereografică. Metrica suprafeței de rotație 
F = ọ(u) cos v i + ọ (u) sin v j + ẹ( u) Š 
fiind 
ds? = (ọ'? + V'2) du? + qp2dz2, 
dacă facem transformarea 


Jë = | yọ” + Vp? du, y* =, (52) 
9 
obţinem pentru metrică forma izotermă 


ds? = u2(du*? + dv*?), 
unde u este o anumită funcție de u*. 


1 Putem, de asemenea, să ne dăm arbitrar funcția armonică v*(u, v) şi, în acest 
caz, funcția u*(u, v) este dată de integrala 


i u*(u, v) = | [e au — pă) + c. 
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Vedem că, sub această formă, metrica suprafeţei de rotaţie se deose- 
beşte doar prin factorul u? de metrica T3 


dut? + dv*?, 


a unui plan P, al cărui punct curent are coordonatele carteziene orto- 
gonale (u*, v*). 

Putem deci spune că, prin transformarea (52), suprafaţa de rotaţie S 
este reprezentată conform pe planul P. 

Mai spunem că am obţinut harta suprafeţei de rotaţie. 

Curbele meridiane v = const. se transformă în dreptele v* = const., 
paralele la axa absciselor, iar paralelii u = const. se transformă în drep- 
tele u* = const., paralele la axa ordonatelor planului P. 

O curbă situată pe o suprafață de rotaţie, care taie meridianele sub 
același unghi, se numește lozodromă. Deducem că, pe harta unei suprafeţe 
de rotaţie, loxodromele sînt reprezentate prin drepte. 

În cazul particular cînd suprafaţa de rotaţie este sfera de rază R cu 
centrul în origine 


F = Rcosgsin6i + Rsinesin0 j + Rcos0&, 
a cărei metrică este 


ds? = R2(d02 + sin?0dq?), 


dînd factor comun pe sin? ĝ sîntem conduși să punem 


du 0 do dp, 
n 6 


de unde 


gS 
ll 


| AE log tg Z, v=g. 


sin 6 
Metrica sferei se scrie 
ds? = R? sin20 (du? + dv?), 
adică 
ds? = R?sin?(2arc tg e%)(du? + dv?). 


Am obținut în acest mod karta lui Mercator, prin care meridianelor 
şi paralelilor sferei le corespund drepte paralele la axa ordonatelor și axa 
absciselor planului (u, v) respectiv. | 

Modul de obţinere a hărţii lui Mercator constituie proiecția lui Mercator 

Datorită faptului că, prin proiecția lui Mercator, loxodromelor sferei le 
corespund drepte, această proiecţie a fost utilizată încă de multă vreme 
pentru construcţia hărților liniilor de navigaţie. 

Deoarece regiunile apropiate de ecuator sînt mai puţin deformate 
decît prin alte proiecţii, proiecția lui Mercator este utilizată pentru con- 
strucţia hărților regiunilor situate în zona intertropicală. 
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Se mai poate reprezenta conform o sferă pe un plan prin proiecția stereo- 
grafică, adică prin proiecția punctelor sferei dintr-unul din poli, de exemplu 
din polul nord N, pe planul ecuatorial. Fie M un punct oarecare al sferei. 
Dreapta NM taie planul ecuatorial într-un singur punct M* (fig. 73). 

Reciproc, unind un punct M* al planului ecuatorial cu polul nord N, 
dreapta M*N taie sfera într-un singur punct M. Vedem deci că, prin 
proiecția stereogralică, punctele sferei sînt puse în corespondenţă biunivocă 
cu punctele planului ecuatoriall. 

Să arătăm că, prin proiecția stereogra- 
fică, sfera este reprezentată conform pe planul 
ecuatorial. | 

Dacă M' este proiecția ortogonală a 
punctului M al sferei pe planul ecuatorial, 
M* corespondentul lui M prin proiecția 
stereografică și O centrul sferei, avem 


OM* _M'M* . OM 
ON M'M ON — M'M 
Insă 


ON = R, OM' = Rsind, M'M = Rcos?, 
de unde obţinem 


` OM* = Rsin0 __ 


Urmează că abscisa și ordonata punctului M* sînt 


u = R coig £ cos 9, v=R cotg = sin Q, l (53) 


cota lui M* fiind evident nulă. 

Transformarea (53) realizează reprezentarea conformă a sferei pe planul 
ecuatorial. În adevăr, în coordonatele 0, ọ, metrica planului ecuatorial 
este, cum se vede ușor, 


d 0 dð? 
R? | cotg? F7 + ——— \, 


4 sint — 
2 


și se mai scrie | a 
sa E. e (d0? + sin2- dq?), 


4 sint — 
2 


deci este proporțională cu metrica sferei: 
ds? = R? (d0? + sin20 dọ?) = 4 sinit (du? + dv?) 

1 Face excepţie polul nord N, căruia îi corespude orice punct de la infinit al ple- 
nului ecuatorial. a ta e ct e caii aia apă 
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Cum relaţiile (53) se mai pot scrie sub forma 


== tgọ, w +v = R cotg? S, 


rezultă (ceea ce de altfel se vede uşor și pe figură) că meridianelor sferei 
(e = const.) le corespund, în planul ecuatorial, drepte ce trec prin ori- 
gine, iar paralelilor (0 = const.) le corespund cercuri cu centrul în origine. 

Proiecţia stereografică este utilizată în cartografie pentru construcţia 
hărților regiunilor polare ale globului pămîntesc, precum și (printr-o alegere 
convenabilă a centrului de proiecţie) la construcția hărților țărilor a căror 
formă se apropie de forma unei calote sferice cu unghi la centru de ajuns 
de mic. 


EXERCIŢII 
1. Să se obţină metrica torului!, a catenoidului 
æ = ucosv, y=usiny, z = a log(u + |u? —a2), 
și a pseudosferei | | | 
æ = asinucosv, y=asinusinv, z = a [ocs u + log tg 2] 
2. Să se obțină metricile suprafețelor generate de normalele principale 
gi binormalele unei curbe. 


l R. Arcul c al curbei fiind unul din parametri, se obțin respectiv 
metricile 


d = dwè + [|1 li i 2 do?, 


ds? = du? + [1 + 4) do? 
= du + | Fal oł. i 
3. Să se obțină metricile suprafeței polare și desfășurabilei rectificante 
ale unei curbe. 
R. Arcul o al curbei fiind unul din parametri, se obţin cc A dud 
metricile a aS ati 
2 


„ds = d? + 2 > Zdu do atia + zl dot, | 
= (Rè + Tai +2 [2 + 3 zi d (Re + mja du do + 
+ t u a + u (z) dee 
AT is nom 


iy. cap. IV, 546, a, aplicaţia 1 Eas l ' ana A T 
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„in: 4 Să se calculeze unghiul curbelor coordonate ale elicoidului riglat 
F = ucosvi + usinvj +(u+oyk 
Să se determine curba u = const. care taie toate curbele v = const. sub 
un unghi de 60°. 
5. Fiind dat elicoidul drept cu plan director 
F = u cosvi + usinvj +avk, 
să se determine constanta a astfel încît unghiul curbelor 
u +v = 0, u—v = 0, 
situate pe elicoid, să fie sau drept, sau de 30°, sau de 60°. 


6. Să se calculeze lungimile laturilor și unghiurile triunghiului deter- 
minat pe suprafața 


F = ul + (u + v)j + (u + v?)k 
de curbele 
= 1," = — 1, u—v =Í. 
7. Pe elicoidul drept cu plan director 
F = ucosvi + usinvj + avk, 
se consideră patrulaterul mărginit de curbele 
u = 0, u=a, v=0, v=r. 
Să se afle aria acestui patrulater. 


8. Să se determine traiectoriile ortogonale ale familiilor de curbe 
u = const., V = const. și u—y = const. ale suprafeței 


= ui +j + (u + v)k. 
9. Să se determine traiectoriile ortogonale ale generatoarelor 2 = const. 
ale paraboloidului 
= aty. 


10. Să se determine traiectoriile ortogonale ale generatoarelor rectilinii, 
ale suprafeţei 


F=uti+wj+r(u+oă. 
11. Să se raporteze elicoidul 
F = ucosvi + usinvj + (u + v)k 


la curbele u = const. şi traiectoriile lor ortogonale drept curbe coordonate. 


12. Să se determine reţeaua bisectoare a reţelei constituite din fami- 
liile de curbe 


~“ 


O = flu), (O È =u o), 


în r rețeaua bisectoare a rețelei curbelor coordonate, ale unei 
suprafețe S. KE 


19+ 
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-- R. Indicîrid prin (du, dv), (dau, dau) două sisteme de diferențiale cărora 
le corespund tangentele prin punctul M (u, v) la curbele — prin M— ale fa- 
miliilor C}, Ca, bisectoarele unghiurilor formate de cele două tangente sînt 
date de ecuația l 
Edu du 4- F (du v + div du) + Gdyvòv _ Een Edu du + F (dau Šv + dov Su) + Gdiv dv, 
VEd,u? + 2Fdu dv + Gdi? | VEd,u? + Arday dav + Gdav? 

De aici rezultă ecuația diferențială a familiilor de curbe ale rețelei care 
bisectează rețeaua (C1, Co) 


E+P (fi + ron B+ (fa + peron 
òu du EE du du 
VE FIE F Ch VE + 21 FG 


în particular ecuația diferențială a familiilor de curbe ale rețelei care bi- 
sectează rețeaua curbelor coordonate 


ESu+F5 __ si F ĝu + Gv 
E G 
care se aduce la forma 
“ESu2 = G ùv. 


13. Dacă o suprafață este raportată la o rețea izotermă, această Tepe a. 
este bisectată de curbele 


u + v = const., u — v = const. 


care constituie o rețea izotermă. 

14. O curbă care taie generatoarele unui con de rotație sub un unghi 
constant este elice cilindro-conică. 

15. Să se arate că ecuația loxodromelor suprafeței de rotație 


F = ọ (u) (cosvi + sinvj) + V(u)ă, 
care taie meridianele sub unghiul constant 0, este 


v cotg0 = ae | PF au +C, 


C fiind o constantă arbitrară. 
16. Să se determine loxodromele sferei 


F = Rsinu(cosvi + sinv j) + R cosu k. 
R. vcotgð = + log tg = + C. 


T K. Să! se dereie loxodromele catenoidului 


F = u (cosvi ii sin v j) + a log (u + Vu? — aĉ) k 


Geometria intrinsecă a unei suprafețe 293 


și ale pseudosferei 


F = asin u(cosvi + sinvj) + a[posu + log: NI 


R.v cad = + log(u +Vu2—a2) +C; vcotg0 = + —— + C. 


18. Să se arate prin calcul că liniile geodezice ale unui plan sînt drep- 
tele situate în plan. 


19. Să se obţină ecuaţia liniilor geodezice ale unui cilindru, plecînd 
de la. ecuaţia A 
(N dF dF) = 0. 
20. O curbă în spaţiu C este linie geodezică pentru desfășurabila rec- 
tificantăl. 


Indicaţie. Se arată că vectorul normal la desfășurabila rectificantă a 
curbei C, într-un punct M al curbei, are direcţia normalei principale în 


M la C. 


21, Să se determine liniile geodezice ale conului 
F = u cosvi + u sinvj + uÀ. 


Îndicaţie. Deoarece conul este de rotație, axa de rotație fiind Oz, se 
poate utiliza ecuația (42) (§ 19, 12), după ce, în prealabil, metrica conului 
a fost adusă la forma geodezică. 

Se poate, de asemenea, utiliza ecuaţia (39) ($ 19, 10). 

Prin schimbarea de funcţie v’ = w, se obţine ecuţia Bernoulli 


wro žep? MEN, 


22.. Evolutele unei curbe C sînt linii geodezice ale suprafeței polare 
a curbei C. 


23. Se numește suprafaţă Liouville o suprafață a cărei metrică poate 
fi adusă la forma 


ds? = (U + V) (du? + do?), 


U fiind funcţie numai de u,'iar V numai de v. 


Să se demonstreze că geodezicele unei suprafeţe Liouville sînt data 
de ecuaţia 


2 du = 
| |r = pt 
unde a şi b sînt constante arbitrare. 


1 v. cap. IV, problema 13. 
n virtutea enunţului, dacă desfăşurăm pe un plan desfăşurabila rectificantă a unei 
curbe, curba se transformă într-o geodezică a planului, deci într-o dreaptă, ceea ce justifică 
denumirile de desfăşurabilă rectificantă şi plan rectificant. 
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Indicaţie. Considerînd că, în lungul geodezicelor, v este funcţie de u, 
ecuaţia diferenţială a geodezicelor unei suprafețe Liouville se scrie succesiv 
| -227 aV 2i dv , dV 


du dv (du)  du'du O dv’ 


O n 
AU + V) = = 


(U + V) du?d(dv?) = (du? + dv?) (AV du? — dU do), 


Vdu? — Udi? = 0 
| du? + du ) E 


24. Să se calculeze unghiurile geodezicelor unei suprafețe Liouville 
cu curbele v = const. 

R. Folosind notaţiile din problema precedentă și indicînd prin 0 un- 
ghiul cerut, se obţine formula 
V—a 
U+ a 


tg20 = 


25. Dacă pe o suprafață există două fascicule de geodezice, astfel încît 
geodezicele unui fascicul taie sub unghi constant geodezicele celuilalt fascicul, 
suprafața este desfășurabilă (Liouville). l 


Indicaţie. Se raportează suprafața la geodezicele unuia din fascicule 
drept curbe v = const., și la traiectoriile lor ortogonale drept curbe u = const. 
Metrica suprafeței avînd forma geodezică 


ds? = du? + G(u) dt, 
ecuația diferențială a geodezicelor suprafeței este 


Go” + G'v' + L GG's’ = 0. 


Se utilizează, de asemenea, ecuația diferențială a traiectoriilor izogonale 
ale unei familii de curbe ale suprafeţei. | ; 
R. Se obține G’ = 0, deci G = const., încît metrica suprafeței poate 


fi scrisă sub forma 
ds? = du? + dy. SN 
26. Suprafețele izometrice cu suprafețele de rotație sînt suprafețe 
Liouville. | 


27. Pentru ca o suprafaţă să fie izometrică cu un plan, este necesar și 
suficient ca pe suprafaţă să existe o reţea ortogonală formată din linii geo- 


dezice. | 
28. Dacă metrica unei suprafeţe este de forma 


ds? = du? + 2 cos Qdu dv + dot, 


reţeaua de curbe coordonate se numește rețea Cebișev. IE p 
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Să se arate că, pentru ca reţeaua de curbe coordonate ale unei supra- 
feţe să fie o reţea Cebîșev, este necesar și suficient să avem? 


E,=0, 6,=0. 


29. Să se demonstreze relaţia 


aog Ya =|] + |n) (ll + |.) dee 
Indicaţie. Se calculează diferenţiala din primul membru și se ţine 


seama de formulele de definiţie ale simbolilor lui Christoffel de prima speţă 


şi de relaţiile care exprimă acești simboli cu ajutorul simbolilor de-a 
doua speţă?. 


1 Condiţiile 


sînt echivalente cu condiţiile 


jel 
12 12 


2 v. notele de la p. 270 şi 271. 


CAPITOLUL VI 
PROPRIETĂȚI RIGIDE ALE SUPRAFEŢELOR 


Proprietăţile unei suprafeţe, care nu depind numai de prima formă 
fundamentală, se numesc proprietăți rigide ale suprafeţei. Aceste proprie- 
tăţi, legate de spaţiul ambiant (înconjurător) în care este scufundată (situată) 
suprafaţa, depind încă de o altă formă diferenţială pătratică, a doua formă 
fundamentală a suprafeţei. 


$ 21. A doua formă fundamentală 


1. Curbura unei curbe situate pe o suprafaţă. Introducerea celei de-a 
doua forme fundamentale. Pentru a ne da seama de forma unei suprafeţe, 
putem considera diferite curbe pe suprafaţă, cărora le determinăm curbura. 

Fie suprafaţa S, reprezentată de ecuaţia 


F = F(u, v), (1) 
și, prin punctul regulat M al suprafeţei, o curbă C pe suprafaţă, dată prin 
ecuațiile 

u = f(s), v = g(s), 
s fiind arcul curbei (fig. 74). Admitem că M este punct regulat și pentru 
curba C, tangenta în M la C nefiind staționară. 
Dacă 7 şi Y sînt versorii tangentei și normalei principale, iar £ curbura 


în punctul M al curbei C, avem — cum știm — formula (prima formulă 
a: lui Frenet) 


d? i, (NR 

— = = y, 

ds R 
care se mai scrie 

a = F 

—y = 3 

R ds? 
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Înmulţind scalar ambii membri ai acestei relaţii cu versorul ñ: al nor- 
malei în punctul M la suprafață, obținem 


Dacă indicăm prin ð unghiul normalei la suprafață cu normala princi- 
pală a curbei C, în M, avem 


Avy = |il-|V|cos 0 = cos 9, 


încît obţinem formula 


cos 0 fidiP 
a e (2) 
R ds? i 
- Numitorul ds? — al membrului al doilea al acestei formule — este 


prima formă fundamentală a suprafeţei. Pentru a calcula numărătorul 
fid?7, calculăm întîi diferenţiala de ordinul al doilea d?F al lui F. 
"Avem 


d?F = d(d?) = d(fudu + Fdo) = 
= (Puudu + Fudo) du + Fud?u + (Pudu + Foudv)du + F„d2v, 
deci 
dF = Podu? + 2Pudu dv + Food? + Fud?u + P dèo, 


du, dv și du, d?v fiind diferenţialele de primul și al doilea ordin ale lui 
u și v, funcţii de arcul s al curbei C. 


Ținînd seamă că ñ este perpendicular pe vectorii F, și F,, tangenţi la 
curbele coordonate, avem 


Bi, = 0, AF, =0. (3) 
Deducem 
dF = Puudu? + 2AF udu du + AF dv. 


Vedem astfel că id? este o formă pătratică diferențială (în diferenți- 
alele du, dv), care se numește a doua formă fundamentală a suprafeţeil. 
Dacă diferențiem relaţia 


dř = 0, 
consecinţă a relaţiilor (3), obţinem 
Rd2F = — didF. 
1 Ulterior vom introduce încă o formă pătratică în du, dv, a treia formă funda- 


mentală, despre care vom vedea că se exprimă liniar cu ajutorul primelor două forme 
-fundamentale. 
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'Prin urmare — diâd! reprezintă de asemenea a [doua formă fundamentală 
a suprafeței, ca și fd?7. 
Introducînd notaţiile 
L = RP M = BF, N = FAP vs (4) 
a doua formă fundamentală A d?F se scrie 
d?r = Ldu? + 2M du dv + Ndu? 


încît formula (2) devine 


cos 0 La + 2Mdudv + Nd? (5) 
R E du? + 2 F dudy + Gd | 


Pentru coeficienții L, M, N (ai celei de a doua forme fundamentale), 
e lîngă expresiile (4) se pot obține și alte expresii vectoriale. În adevăr, 
derivînd relaţiile (3) în raport cu u şi v, obținem 


+ Pau O, fu + Bf = 0, 
Aufo + Fus = 0, AF + Afa = O, 
încît deducem ii | d 
= — Ra M = — Aao = — Afua N = — BF. (6) 

Versorul î al normalei la, suprafaţă fiind dat de rəlağia 


a = Ñ, (A = EG — F’) 


VA 
unde Ñ = F, X F, este vectorul normal la suprafaţă, dacă punem 
| D = Ni D' = NP D" = Xa (4') 
deducem i 
D D’ _D*- | 
L= = M == = a" 7 
Va VA VA ua paa 
' Rezultă că formula (5) se scrie sub forma echivalentă 
Vă _ Ddu? + 2D'dudv + D” diè ' 
R 0050 = -Edu F F dudo F Gde (5) 


Dacă derivăm în raport cu u și v relaţiile, analoage cu (3), 
N, =0, NF, =0, 
ebiiueia. relaţiile, analoage cu (6), - 


D = — Ñ Fu D' =— Ñf, = — N Fu D’ = — Ñ fy (6°) 


pot T 
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Pentru a i dpi pe D, D', D” în funcţie de coordonatele carteziene 
ale punctului M, ţinem seamă că:avem | 


Pau = (Fu xX 72) Puu = (Fa y Fuu)» 
NF uv v = (Fu X Fo) Puo = (Fo Po Pua)» 
Foo = (Fu X Fo) Poo = (Pu Fy Poo)”. 


T 


Obţinem astfel 
D = (Fu Fo Puu) =| Yo 2 i 


Tuu Yuu Zuu 


Tu Yu. Zu 


D' = (Fu Fy Fus) = To Yo Za | : - (8) 


Tu Yu Zu 
Tuy Yuv Zuv 
Tu Yu Zu 


D? = (Fu Fe Foo) = Ty Ye % |’ 


Too Yov 2 


încît din (7) rezultă formulele 


T. yY Z 
S a ' : _ a u u u 
T4 VA TuToTuu) = VEG=F Ty Yo Zy ?, 
Tuu Yuu Zuu 
Tu Yu Zu i 
Pe EA E Sea e e (9) 
VA u’ v’ uv T VEGF? To Yy Zo ? 
Buy Yus Zuv 
Tu Yu Zu 
N = A r r. ) = EREINA i 
VA vw Tv VEG=F: Ty Yy Zy ` ? 
Too Yvw 7 


care exprimă coeficienții celei de a doua forme fundamentale. 
Determinanții din formulele (8) se numesc determinanții lui Gauss. 


Observație. În cazul cînd suprafața este dată prin ecuația ex- 
plicită l 
z = Í (x, y), 
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deci prin ecuaţia vectorială 
F= zi + yj + zk, 
unde z este funcția f(z, y), considerînd pe x, y ca parametri, avem 
F= i + pk, F= j + gk, 
Pes =T k, Pey = 8 À, Puy = tk, 
unde 
P = Zg, (1 = Zy T = Zgys S = Zyys b = Zyy 

(notațiile lui Monga). 

Deducem, ținînd seamă de formulele (8), 

D =r, ci D” =t, 
1 

deci, abstracţie făcînd de factorul —= = ————= a doua formă funda- 

: yz tP 
mentală se scrie 

r dæ + 2sdzdy + tdy?. 
Cum apoi prima formă fundamentală este 
(1 + p°) da? + 2pqdaædy + (1 + 4°) dy’, 
rezultă că formula (5) devine 
V1 HPH E r dz? + 2s dæ dy -+ t dy? 
R (1 F pi) dz + 2pg da dy + (1 + 4°) dy? 


Aplicaţii I. Pentru ca o suprafaţă să fie plan, este necesar și sufi- 
cient ca a doua formă fundamentală să fie identic nulă. 
n adevăr, ecuaţia parametrică a unui plan fiind de forma 


F=fPptruă+uvbd, 


unde Fp, â, d sînt vectori constanţi (d, b necoliniari), avem 


cos 6 = 


(10) 


Puu = Fuv = Fo = 0, 
deci 
L=M=N=0. () 


Invers, să presupunem că sînt verificate (identic) relaţiile (1). În vir- 
tutea relațiilor (6), avem 


Ralu = Auf, = 0. (11) 
Deducem îi, = 0, deoarece, dacă î, ar fi nenul, în virtutea relaţiilor (I) 
acest. vector ar fi "perpendicular pe planul tangent (în contradicţie cu 
faptul că Au perpendicular pe ñ, ar trebui să fie paralel cu planul tangent). 
n mod asemănător avem ñ, = 0. 
Rezultă î = const., încât suprafaţa este un plani. 


1 v, cap. I, § 4, 17, aplicaţia IT. 
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II. Pentru ca o suprafaţă să fie sferă, este necesar şi suficient ca celë două 
forme fundamentale ale suprafeţei să fie proporţionale. 
În adevăr, ecuaţia vectorială a sferei se poate scrie sub forma 


= Fo + Rì, 
Fo fiind vectorul de poziţie al ae Li 
sferei. 


Deducem, serzvinld în raport cu u ṣi Y, 


versorul normalei, iar R raza 


Fa = Ryp Py = Ri, 
Înmulţind scalar cu F, şi 7,, obţinem relaţiile 
Fu = RF Pafo = RAF = Rău Fi = Râu 
adică, ţinînd seama de formulele (5) (Cap. V) și (6), 
E = — RL, F = — RM, G = — RN. 


Așadar, cele două forme fundamentale ale sferei sînt proporționale (au 
coeficienţii proporţionali). 
Invers, să presupunem că avem 


E = — aL, F = — aM, G = — aN. .. (D 


Sa Jenom Na în primul rînd că factorul de proporționalitatè este 
constant. 

Ţinînd seama de formulele (5) (Cap. V) și (6), prima și a doua din rela- 
tiile (I) se scriu l 


= 


sau încă 


Deducem 


PF, — añ, = 0, | (II) 


deoarece, dacă vectorul Fy — añ, ar fi nenul, acest vector ar Îi perpendicular? 
pe rus rẹẹ, deci perpendicular pe planul tangent, ceea ce este în contradicţie 
cu faptul că, fiind diferenţa vectorilor F, şi af, din planul tangent, vecto- 
rul F, — af, este el însuși situat în acest plan. 

În mod. asemănător, din a doua şi a treia relaţie (I) deducem 


Fo — añ, =0. (IIT) 
Derivînd relaţiile (II) și (III) în raport cu v și u respectiv, obţinem 
F Ñiy — añu = 0, l 


Luo — Aho — AN w = 0. 


1 § 18, 41. . 
2 Excludem din consideraţie punctele singulare pe care le posedă suprafața, deci 
presupunem că vectorii Fy şi Fy sînt nenuli și necoliniari. 
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Din acestea rezultă relaţia 
Gu = Gh 
care, ţinînd seama de (II) și (III), se mai scrie 
Q fy = af. i 
Dacă a ar depinde de u și v, vectorii F, și F, ar fi coliniari. Deci a 


este o constantă. 
Aşa fiind, din (II) și (III) obţinem prin integrare ecuaţia 


F— añ = Fo, (Fo = const.), 


care se mai scrie z z 
F = Fo t añ, 
ceea ce înseamnă că suprafața este o sferă de rază [a], cu centrul în punctul 
al cărui vector ide poziţie este Fo. 
2. Invarianţa celei de-a doua forme fundamentale. Am arătat anterior 
că prima formă fundamentală a unei suprafeţe S 


F = F(u, v) (11) 
este un invariant absolut față de o transfomare de coordonate curbilinii 
u = u(u*,v*%), v = v(u*, v*) - (42) 


şi față de o transformare de coordonate carteziene ortogonale în spațiu. 
Vrem să vedem ce se poate spune, în această privință, despre a doua 

formă fundamentală. 
Vom utiliza în acest scop formulele 


L = — if M = — ñ, = — fu N 5 RF 
L* = — Rn Fus, M* = — Rie Py = — Rgs Pur, N* = — e Fw, 
recum și formula i A 
P i nt = eñ, (e = + 1), 


după care se transformă versorul normalei la suprafață printr-o transformare 
(12), e fiind + 1 sau —1, după cum determinantul funcțional al transformă- 
rii este pozitiv sau negativ. 

n virtutea relațiilor 


$ du „ dv _ _, Qu = 0v 
Pe = Pu gga F Togu? Te O u gae to apă 
me — ĝu = 0 = ~ ĉu — w 
Aie = e LE Dus + aa). no = e (fiu Pi Poze) 


consecinţe ale transformării (12), deducem 


Li =e |z Ga) FM aiT N (23) |» 


ðu * ĝu * Qu* ðu * 


i ðu du ðu v ðu gv ðv ðv 
Ma e a aa 09.) N „00.00, 
e| Jur we T (3 d aus aa] + |; 


N* = efa] + aM da ie n(&] 


v 2v* ðv? ðv* 
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„De aici, ţinînd seamă că 


du du 
du = A que p du 
du* aiie 


* D que 2 w 
e d 3 aa pe dd 3 


obţinem relaţia 
. L*du*? + 2M*du*du* + Ntdy*?2 = e (L du? + 2M du dv + N di?). 


Prin urmare, a doua formă fundamentală se păstrează (este invariant 
absolut) sau îşi schimbă semnul (păstrindu-şi valoarea absolută) printr-o 
transformare de coordonate curbilinii (12), după cum orientarea suprafeţei 
(sensul normalei la suprafaţă ) se păstrează sau se schimbă. 

Ținînd apoi seamă de relaţiile (10) (cap. V, $ 18, 2) și de formulele (4), 
deducem că a doua formă fundamentală este un invariant absolut faţă de o 
transformare de coordonate carteziene ortogonale. 


3. Curbură normală. Teorema lui Meusnier. Fiind dată suprafaţa S 

ţi F = F(u, v) 

și pe suprafață curba C 
u = f(s), v = g(s), 

curbura = a curbei C, într-un punct M, este dată, cum am văzut, de for- 


mula (5) 
cos 0 _ Ldu? +2M dudv i N di? 
R = Edu 4 2Fdudv4 Gdr. 


Membrul al doilea al acestei formule depinde de coordonatele u, V 
ale ponei M (deoarece E, F, G şi L, M, N depind de u,v) și de rapor- 


tul =, deci de direcţia langentei în M la curba C. 
u 


Urmează că, dada C şi C' sînt două Gura pe 'suprafaţa S, tangente 
în M, avem i 


cos 0 cos! - 


L mp u 3) 


R R’ 


0’ fiind unghiul normalei la suprafață cu normala principală a abei c’ 
în M, iar R' raza de curbură în M a acestei curbe. 

Formula (13) ne arată că unghiurile 9 și 0' sînt amindouă ascuțite. sau 
amindouă obtuze (deoarece, R și R’ fiind pozitive, cos și cos0' au același 
-seran). 

Dacă cele două curbe C şi C’ — tangente în M — au în M același plan. 
osculator, diferit de planul tangent la suprafață, normalele principale. în 
M au aceeași direcţie, de unde urmează că sau 0: = 0' (cînd normalele princi- 
pale au același sens), sau 0 + 0' = x (cînd normalele saci alu au sensuri 


în, În cazul cînd RE osculator ar îi tangent la suprataţă, a am avea 0 = grea 


a 


şi ambii membri ai formulei (13) ar fi nuli. 
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contrarii). Însă, dacă am avea 0 + 0' = ze, ar însemna că unul din unghiu- 
rile 0, 9' ar fi ascuţit, iar celălalt obtuz. Deci 0 = 0”: normalele principale 
coincid (avînd aceeași direcţie și același sens) și din formula (13) rezultă 


R= RK. 


În particular se întîmplă aceasta dacă C’ este secțiunea plană a supra- 
feței prin planul osculator al curbei C în M. Înseamnă că studiul curburii 
curbelor situate pe o suprafață se reduce la studiul curburii curbelor plane 
ale suprafeței. | l 

Să considerăm o curbă plană C a suprafeței S și — prin tangenta în 
punctul M la C — secțiunea normală C,, obținută tăind suprafaţa cu planul 
determinat de normala în M la suprafață și tangenta în M la C. i 

Direcţia normalei principale a curbei C,, în M, fiind aceeași cu direcţia - 
normalei la suprafaţă, și notînd cu R, raza de curbură în M a curbei C,, 
potrivit formulei (13) avem relaţia 


cos0 +1 


R Ra 


; (14) 


între curburile Š și Žale curbelor C și Cr- 


n 
Semnul +, din membrul al doilea, corespunde cazului cînd versorul 
v al normalei (principale) în M la C, ṣi versorul 7 al normalei la suprafață 
sînt egali, deci cînd normala în M la C, și normala la suprafaţă au aceeaşi 
orientare, iar semnul minus cazului cînd v, și î sînt opuși (Y, = —î), deci 
cînd normala în M la C, şi normala la suprafaţă au orientări opuse. 


Vom pune 


1 1 
e 8 
Pn Ra 
. . 1 v bd A ` 
şi vom numi — curbura normală a curbei C în M. 


Pn 
Curbura normală este deci pozitivă sau negativă, după cum sensul 
pozitiv al normalei în M la secțiunea normală C, este acelaşi sau opus sen- 
sului normalei în M la suprafață, deci după cum C, are concavitatea spre 
partea pozitivă sau spre partea negativă a normalei la suprafaţăt. 


sa Ea cl 1 1 3 
Așa fiind, curbura secţiunii normale C, este — sau — —, după cum 
Pn Pn 


4 >0 săi ae0, 


Pn Pn 


1 Din teoria curbelor (cap. III, § 14, 13) ne amintim că, dacă într-un punct M — 
cu tangentă nestaţionară — al unei curbe se consideră planul rectificant (determinat 
de tangenta şi binormala în M), în imediata apropiere a lui M curba este situată de aceeaşi 
parle a planului rectificant, anume de acea parte a acestui plan unde este situat centrul 
de curbură în M 

Proprietatea menţinindu-se şi în cazul cînd curba este plană (planul rectificant 
fiind — în acest caz — planul prin tangentă perpendicular pe planul curbei), sensul pozi- 
tiv pe normala în punctul M al curbei fiind, ca de obicei, dinspre M spre centrul de 
carbură, putem spune: 

O curbă plană are concavitatea spre partea pozilivă a normalei, 
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În: ce priveşte centrul de curbură în M al secţiunii normale C,, pe care-l 
vom nota Q, acesta este determinat de relaţia 


MS, = RaYn Li 


care, în virtutea celor de mai sus, se mai scrie! 


l MO, = pă. 
Din (14) deducem formula 


1 cos 0 | 
Pn R e ) 


hed + w A x 1 . A . 
care exprimă curbura normală în funcţie de curbura E curbei C în M, şi 


unghiul 0 al normalei principale a curbei C cu normala în M la suprafaţă. 

Putem presupune, schimbînd eventual — între ele — cele două familii 
de curbe coordonate, că sensul pozitiv al normalei în M la suprafaţă este 
același cu sensul pozitiv al normalei la secțiunea normală C,, tangentă 
în M la C (fig. 75). În acest caz, formula (14) se scrie 


cos a i (147) 


unghiul 0 fiind ascuţit. 
„Q şi Q, fiind centrele de curbură ale curbelor C și C, în M, avem 
MQ = R, MQ, = R, 
încît din (14') obținem relaţia 
MQ = MO, cos, 
ceea ce înseamnă că triunghiul MOQ, este dreptunghic în Q. Cum, pe 
de altă parte, dreapta 90, — situată în planul normal (comun) al curbe- 


lor C și C„—este perpendiculară pe tangenta (comună) MT rezultă că dreapta 
OQ, este perpendiculară pe planul osculator al curbei C în M. 


Putem enunţa astfel teorema lui Meusnier: 


Centrul de curbură într-un punct M al unei curbe C, situată pe o supra- 
față, este proiecția ortogonală — pe planul osculator al curbei C — a centrului 
de curbură al secțiunii normale tangente în M la C. 


4. Curbură geodezică. Prin analogie cu noțiunea de curbură normală, 
dată de formula (15), numim curbură geodezică sau tangenţială, în punctul M 


. . w s 1 pA 
al curbei C situată pe suprafața S, cantitatea p. dată de formula 


, (16) 


1 Vectorul p, î este numit, de unii autori, vectorul de curbură al curbei C în M. 
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Presupunînd curba C diferită de o dreaptă, deci curbura —- nenulă, 


curbura geodezică în orice punct (cu tangentă nestaționară) al curbei C este 
nulă dacă 0 = 0 sau 0 = v. 

În acest caz, normala principală este dirijată în lungul normalei la supra- 
faţă, deci planul osculator în punctul curent al curbei conţine normala la 
suprafaţă: curba C este o linie geodezică. 

Așadar, liniile geodezice ale unei suprafeţe sînt curbele a căror curbură 
geodezică este nulă. l 

Teorema lui Meusnier ne permite să obținem o interpretare geometrică 


a curburii geodezice. 


Fie, în acest scop, C’ proiecția ortogonală a curbei C — situată pe 
suprafaţa S (fig. 76) — pe planul tangent la suprafaţă în punctul M al 
curbei. C. A $ 
. ` Proiectantele, fiind perpendiculare pe planul tangent în M; deci para- 
lele cu normala în M la suprafață, generează un cilindru ©, față de care 
curba C' este secțiunea normală tangentă în M la C. ; 

Deducem, ținînd seamă de teorema lui Meusnier, aplicată cilindrului $, 
că centrul de curbură al curbei C, în M, este proiecția ortogonală — pe 
planul osculator al curbei C în M —a centrului de curbură Q'al curbei C’ 
în M. i 

Presupunînd că unghiul 0 al normalei în M la suprafaţa S cu normala 
principală a curbei C în M este ascuțit!, unghiul normalei la C’ (normalei 


tangențiale) în M cu normala principală în M la C este = — 0, încît avem 


MQ = MQ'cos [==] = MO'sin 0. 


îi A Putem face această presupunere, ca şi în demonstrația dată mai sus teoremei lui 
eusnier. pi - ; A 
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De aici, ținînd seamă că MO și MQ’ sînt razele de curbură R și R’ 
ale curbelor C şi C’ în M, obţinem l 


í _ sinb 
R R 
Comparînd cu relația (16), deducem 
EERE 
Pg R’ 


Putem deci enunţa propoziția: 


Curbura geodezică într-un punct M al unei curbe C, situată pe o supra- 
faţă S, este egală cu curbura proiecției ortogonale C’ a curbei C pe planul 
tangent în M la suprafaţă. 


Centrul de curbură Q’ al curbei C’, în M, se numește centrul de curbură 
geodezică al curbei C în M. 


$ 22. Studiul curburii normale într-un punct al unei suprafeţe . 


5. Tangente asimptotice. Clasificarea punctelor unei suprafeţe. Dacă 
— în (5) — ţinem seamă de (15), obţinem formula 


1 L du? + 2M du dv + N dt? (17) 


— = 3 


Pn Edu? + 2Fdudv + Gde 


FONERA ia | Fi S 
care exprimă curbura normală — cu ajutorul celor două forme funda- 
Pn 
mentale. 


Curbura normală este invariantă! faţă de o transformare de coordonate 
carteziene ortogonale și faţă de o transformare de coordonate curbilinii pe supra- 
fajă, deoarece cele două forme fundamentale, al căror raport este curbura 
normală, sînt invariante față de' aceste transformări?. 

Membrul al doilea al formulei (17) depinde de coordonatele u, v (prin 
intermediul i alt a E,F,G, L, M, N ai celor două forme fundamentale) 


şi de raportul £ T = (sau So) al diferențialelor du, dv. Punctul regulat M (u, v) 


fiind presupus fix (deci u, v constante), dacă planul secțiunii normale C, se 
rotește în jurul normalei în M la suprafaţa S, tangenta în M la C, se roteşte 


în jurul lui M (rămînînd în planul tangent în M la S), deci raportul E — de 
v 


1 Invariant absolut. l 

2 Putem încă raţiona astfel: curbura normală este — în valoare absolută — curbura 
unei secţiuni normale, şi faptul că o secţiune normală are o anumită curbură constituie 
o proprietate invariantă, nedepinzind de sistemul de coordonate carteziene la care este 
raportat spaţiul, nici de sistemul de coordonate curbilinii pe suprafață. 


20* 
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care depinde omom tangentei — variază. Curbura normálă. este astieb 


funcţie continuă! de. 
v 


Putem deci studia variația curburii normale 2 în punctul M al supra- 

n 
feței S, rotind planul secțiunii normale C, în jurul normalei în M la S, 
deci făcînd raportul 2 să varieze. Ne vom putea da astfel seama de forma 


suprafeței în imediata apropiere (într-o vecinătate suficient o5 restrânsă) 
a punctului M. : 

În acest sens, vom căuta să vedem, în primul rînd, dacă există tangente 
prin M, pentru care curbura normală corespunzătoare este nulă. 


41 E 
Curbura normală peste nulă cînd numărătorul membrului al doilea 
n | 7 


al formulei (17) este nul, deci cînd avem 
L du? + 2M du dv + N d? = Q. (18) 


Această relaţie constituie o ecuaţie de gradul al doilea în raport 


cu S, Celor două rădăcini le corespund două tangente prin punctul M la 
v 


suprafață, astfel încît curbura normală corespunzătoare fiecăreia din aceste 
tangente este nulă. 

Numim tangente (direcții) asimptotice, într-un punct al unei supra- 
fețe, tangentele în acest punct la suprafață, pentru care curbura normală 
este nulă. 

Tangentele asimptotice sînt date astfel de ecuația (18) sau de ecuaţia 
echivalentă 


D du? + 2D'du do + Drdo = 0. (089) 


Secţiunile normale în punctul M, prin tangentele asimptotice, au 
curbura în M nulă, deci M este punct cu tangentă staționară (în general 
punct de inflexiune) pentru aceste secțiuni. 

Tangentele asimptotice sînt reale distincte, dacă realizantul ecuaţiei (18) 
este pozitiv, deci dacă discriminantul? celei de a doua forme fundamentale 
este negativ: 


LN — M2<0. 


1Presupunem, evident, că L, M, N sînt finiţi. Pe de altă parte, prima formă fun- 
damentală, care este la numitorul membrului al doilea al formulei (17), nu se anulează 


pentru nici o valoare reală a raportului 


dv i 
Realizantul cu semn schimbat. 
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În acest. caz, a doua formă fundamentală poate fi pozitivă sau nega- 
tivăl, deci, în virtutea relaţiei (17), curbura normali e Poate fi pozitivă 


sau negativă. Înseamnă că unele secțiuni normale au, în apropierea lui M, 
concavitatea de o. parte a planului tangent în ı M , iar altele au concavitatea 
de cealaltă parte a acestui plan. 

- Spunem că suprafaţa este cu curburi 
opuse în M, iar M se numeşte punct 
hiperbolic al suprafeţei (fig. 77). 

Dintre cuadrice, hiperboloidul cu o 
pînză și paraboloidul hiperbolic sînt 
suprafeţe pentru care toate punctele 
sînt hiperbolice. 

Dacă 


LN —M2=0, 


tangentele asimptotice sînt confundate. 

A doua formă fundamentală păstrează același semn (semnul lui L), 
astfel încît toate secţiunile normale — diferite de aceea a cărei tangentă. 
în M este tangenta asimptotică dublă — au concavitatea de aceeași parte 
a planului tangent. 


1 Dacă L 0, scriind a doua formă fundamentală sub forma 


da (=) + 2M 9% EN] 


deducem (în virtutea regulii semnului trinomului de gradul al doilea) că a doua formă: 
fundamentală are acelaşi semn cu L sau semn contrar, după cum atribuim raportu- 


„du A $ £ d EEE ADR PRE AR è 
lui — valori exterioare sau interioare intervalului rădăcinilor ecuației (18), considerată 
dv 2 ° 
. . du 
ca ecuație in —. 
dv 


Dacă L = 0, N 0, în locul raportului A considerăm raportul se „iar a doua. 
v u 
formă fundamentală o scriem 


dut |E + 20 + N (EE) |: 
du 


A doua formă fundamentală are acelaşi semn cu N sau semn contrar, după cum- 


COP . dv A : J i se eroi ats 
atribuim raportului PA valori exterioare sau interioare intervalului rădăcinilor ecua-- 
u 


ţiei (18), considerată ca ecuaţie în Z, 
u 
Dacă L = N = 0, a doua formă fundamentală devine M dudv. Dacă M > 0, a 


: y soa : E la alai că „d A 
doua formă fundamentală este pozitivă sau negativă, după cum atribuim lui T valort 
i v 
pozitive sau negative. Invers se petrec lucrurile dacă M < 0. 
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Punctul M se numește punct parabolic al suprafeţei (fig. 78). 
În sfîrșit, dacă 
LN — M? >0, 


tangentele asimptotice în M sînt imaginare. l ; 
A doua formă fundamentală păstrează același semn (semnul lui. L) 


şi deci curbura normală SI păstrează același semn pentru toate secţiunile 


n . . . . 
normale în M, astfel încît aceste secțiuni au concavitatea de aceeași parte 
a planului tangent. | 


Fig. 78- Fig. 79 


Spunem că suprafaţa este conveză în M, iar M se numește punct elip- 
tic al suprafeţei (fig. 79). Dintre cuadrice, elipsoidul, hiperboloidul cu 
două pînze și paraboloidul eliptic sînt suprafețe pentru care toate punctele 


sînt eliptice. 
În cele de mai sus, am presupus — în mod tacit — că nu toţi coefi- 


cienţii L, M, N, ai celei de-a doua forme fundamentale, sînt nuli. 
"În cazul cînd — într-un punct M al suprafeţei — avem 


L=M=N=0, 


din formula (17) rezultă] 
1 
+ = 0, 
Pn 
oricare ar fi du, dv. Curbura în M a oricărei secțiuni normale prin M este 
nulă. Punctul M se numește, în acest caz, punct planar al suprafeței!. 
De asemenea se poate întîmpla ca, într-un punct M al suprafeței, să 


avem 
LMX, (19) 


În acest caz, din formula (17) obţinem 
L 


= — 5 


1 


1 Denumirea se justifică prin aceea că relaţiile care caracterizează un punct planar 
caracterizează toate punctele unui plan (a se vedea aplicaţia I, § 21, 1). În limba rusă 
unui astfel de punct i-se spune Touka yozomemna, iar în limba franceză, point méplat. 


Proprietăţi rigide ale suprafeţelor 314 


ceea ce înseamnă că toate secțiunile normale prin M au în M aceeaşi curbură. 
Punctul M se numește ombilic sau punct ombilical sau încă punct circular 
al suprafeţei. 

' Relaţiile (19) și inegalitatea 


EG — F? > 0, 
avînd drept consecinţă inegalitatea 
LN — M? >0, 


înseamnă că un punct ombilical este punct eliptic. 

Cele două forme fundamentale ale unei sfere fiind proporţionale, toate: 
punctele unei sfere sînt puncte ombilicale. Invers, dacă punctele unei suprafeţe 
sînt ombilicale, suprafaţa este o sferă. 

Dacă suprafaţa este reprezentată de ecuaţia explicită 


= f(x, y), 


ecuaţia tangentelor asimptotice este 
rda? + 2sdzdy + tdy? = Q. 


A plicaţie. Punctele unei suprafeţe i uzata sînt toate para- 
bolice. 
În adevăr, o sapi destășurabilă fiind dată printr-o ecuaţie de 
forma - 
F = Fo + u ă, i 


vectorii 79 şi d — funcţii de parametrul v — verificînd relaţia 
(Fã) = 0, 
ave m 


ia, potrivit relaţiilor (4' je 
| D = Ni, = 0, D' = Nr = — (Pā ā') = 0. 
Deducem, ținînd seamă de relațiile (7), 
L=M=0, 
ae LIN— M?:= 0: toate punctele unei suprafeţe asaza sînt para- 
olice. 


Reciproc, o suprafaţă ale cărei puncte sînt toate parabolice este desfășu- 
rabilă. Demonstrația acestei propoziţii va fi dată ulterior?. 


1 A se sc § 21, 1, aplicatin II. 
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„6. Curburi principale. Tangente principale. Ne propune acum să deter- 
minăm tangentele într-un punct M al unei suprafețe S, cărora le corespund 


4 E 
valorile extreme (maxime și minime) ale curburii ionale: —, cînd— 


n) Lă 
“variază. Evident, trebuie să presupunem că M nu este punct ombilical, 
deoarece oricărei tangente printr-un astfel de punct îi corespunda aceeași 
curbură normală. 


Dacă punem 2% = m, formla (17) care dă curbura normală se scrie 
v 


1 _ Lm 4+2Mm+4N (20) 
pn Em? 4+ 2Fm 4G TE 


Valorile extreme ale curburii normale sînt date de ecuația 


Lm + M _ Lm + 2Mm + N 


5 À (21) 
Em + F Em? + 2Fm + G 


obținută anulînd derivata curburii normale în raport cu m. 
Ținînd seamă de proprietăţile șirurilor de rapoarte egalel, ecuaţia prece- 
-dentă se scrie încă 
Lm+M _ Mm N (22) 
Em + F Fm + G 
sau 


(EM — FL)m? + (EN — GL) m + (FN — GM) =0. (23) 


Punind în loc de m, ecuaţiile echivalente (22) şi (23) se scriu res- 
v 


-pectiv 
L du + Mdr Miu st dp 


E du + Edv — Fdu + Gdy’ 
(EM — FL) du? + (EN — GL) du dv + (FN —GM) d? =0 (25) 


(24) 


Ecuația (23) are rădăcinile reale distincte. 


În adevăr, ecuaţia (23) — aceeași cu (25) — are caracter invariant 
faţă de transformările de coordonate carteziene ortogonale ale spaţiului şi 
transformările de coordonate curbilinii pe suprafaţă?. Așa fiind, să presu- 
punem că familiile de curbe coordonate u = const. și v = const. sînt orto- 
gonale?. În acest caz avem F = 0, iar ecuaţia (23) devine 


EMm? + (EN — GL)m —GM = 0 


1 Amplificăm cu—m raportul din primul membru şi aplicăm proprietatea relativă 
Ha suma numărătorilor şi suma numitorilor. 

3 Caracterul invariant al ecuaţiei (23) este o consecinţă a invarianţei curburii nor- 
«male. 

3 Dacă iniţial familiile de curbe coordonate nu sint ortogonale, putem îace o trans- 
formare de coordonate curbilinii 


u = p(U,V), v=vU,V), 


-astfel încît familiile de curbe U = const., V = const. să fie ortogonale, 
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Punctul M nefiind ombilic, iar coeficienţii E, G fiind pozitivi, reali- 
zantul 


(EN — GL) + 2EGM? 


este pozitiv; deci, în adevăr, rădăcinile ecuaţiei (23) sînt reale distincte. 

Există deci două tangente reale în M la suprafaţa S, date de ecuația (25) 
(aceeaşi cu (23)), care se numesc tangentele (direcțiile) principale în M, 
cărora le corespund valori extreme pentru curbura normală. 

Secțiunile normale prin tangentele principale în M se numesc secțiuni 
principale, inversele curburilor principale — raze de curbură principale, 
iar centrele de curbură ale secțiunilor principale — centre de curbură 
principale. 

n ceea ce priveşte tangentele principale, vom demonstra teorema: 


Tangentele principale într-un punct al unei suprafeţe sînt ortogonale. 


3 v e Jtv +. du . ğu 3 > o în 3 ui 
În adevăr, să indicăm Pasi z, rădăcinile ecuaţiei (25), cărora le 
òv 


„corespund tangentele principale în M. Trebuie să demonstrăm că este ve- 
rificată condiţia de ortogonalitate 


E duğu + F(du5v + dvâu) + Gdvyăv = 0, 


care se mai scrie 


du ğu du du | 
E —— + Fl— + = 0. 
dv 8 : E + a] TETY (46) 
Suma și produsul rădăcinilor ecuației (25) fiind date de relaţiile! 
a du _ _EN—GL 
òv EM—FL 


dv &v i, = EM—FL' 
se constată ușor că relația (26) este verificată. 


Trecem acum la determinarea curburilor principale, pe care le vom 


1 1 
indica prin — și — 
Pi Pa 


1 Presupunem EM — FL Æ 0, ceea ce înseamnă că rădăcinile m4, ma sînt amîndouă 
finite. Dacă EM — FL = 0, atunci FN — GM #0 (dagareca; altfel, punctul -M 
„ar fi ombilic). 


În al doilea caz, în locul raportului E = m, consideräm arw 2 Sw. Ri- 

v í : 
dăcinile ecuaţiei în p 
L+ Mu _M-+N 


ELF F+G 
aceeaşi cu ecuaţia 


(EM — FL) + (EN — GL) u + (FN — GM) p? = 


sînt amîndouă finite. Se obţine acelaşi rezultat ca în text. 
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Fie m, ma rădăcinile ecuației (22), cărora le corespund tangentele 
principale. 
Avem deci 
Lm + M M mi + N 
E m; + F OF m; + G’ 


Ținînd seamă de (21), deducem! 


(i =1,2). (27) 


Lm + M _Mm iN _Lmi+2Mmi+N 1 | (277) 
Em +F Fm tG Em 42Fm4G Pi 
Relațiile 


‘se mai scriu? 
(Lp; — E) m; + (Mẹ; — F) = 0, 
(Me, — F) m; + (Nẹ; — G) = 0. 
De aici, eliminînd pe m;, deducem relaţia 
(Les — E) (Np; — G) — (Me, — F}? = 
Prin urmare, razele de curbură principale p1, pa sînt rădăcinile ecuaţiei 
(Le — E) (Ne — G) — (Me — F} = 0, 
care se mai scrie, dacă ordonăm după p, 
(LN — M?) — (EN —2FM + GL)p + EG — F? = 0, (28) 


. > . . 1 . 1 v Jv °’ . . o 
iar curburile principale —și —sînt rădăcinile ecuației 
Pa P 


(EG — F’) — (EN —2FM + GL) + LN—M?=0. (29) 


În consecință, centrele de curbură principale în M, pe care le vom indica 
prin Q, și Q, sînt determinate de relaţiile 


MO, = pră, MO, = pñ, 
A fiind versorul normalei în M. 


Observații. I. Ecuația (25), care determină tangentele princi- 
pale, se poate scrie și sub forma 


duv? — dudv du? 
E F G 
L M N 

1 Putem încă folosi proprietăţile şirurilor de rapoarte egale. 

1 Presupunem că, în toate relaţiile ce urmează, ¿are aceeaşi valoare (1 sau 2), 


=0. (25°) 
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- IL În ecuaţiile (24), (25) şi (25') se pot înlocui L, M, N prin D, D', D” 
respectiv. 


III. Dacă suprafața este dată printr-o ecuație explicită 


z = f (z, y), 


ecuația care dă tangentele principale într-un punct se scrie (cum se vede 
ı uşor) 


EEA ENER: aaa (30) 
dz + pdz dy + qdz 


Aplicaţie. Să se determine tangentele principale și să se calcu- 
leze curburile principale într-un punct al elicoidului drept cu plan director 


F = u(cosvi + sin v j) + avk. 
Avem 
Fa = cosvi + sinvj, F, = u(— sinvi + cosvj) + ak, 
Puu = 0, Pup = — sinvi + cosvj, Fa = — u (cosvi + sinvj), 
E = 7 = 1, F = FRF, = 0, G = FR = u + a, A=EG—Fi=u +a, 
N = R, X F, = asinvi — acosv] + uk, 
D = Ni = 0, D' = Nfun = — a, D" = Nfa = 0, 
Dp” 


L = 0, M TA Ta T 0 


Deducem că ecuația care determină tangentele principale este 


du? — (u? + a?) dv? = 0, 


= = -+ Vu? + aè. 
v 
Prin urmare, vectorii directori ai tangentelor principale sînt 
+ u? F a-r, + Fo = (Vu? + a2 cosv — u sin vi + (+ u? + a? sin v+ 
+u cosv)j+ak. 


Ecuația (28), care dă razele de curbură principale, se scrie 


de unde 


„p? — (u? + a?) = 0, 


u? + a2 


deci curburile principale sînt 
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7. Formula lui Rodrigues. Dacă indicăm prin í ina din curburile ` prin- 
p r x 


š : S z tuaa cae nl 
cipale în punctul M al suprafeței S, corespunzătoare unei rădăcini == a 
l v 
ecuației (24), potrivit relațiilor (27°) avem 
1 Ldu -+ Mdv Mdu+Ndv 


— — m_m — 


de unde obținem relațiile 
Edu + Fdv — pọ (Ldu + M dv) = 0, 
Fdu + Gdv — pọ (M du + N dv) = 0. 
Ținînd seamă de expresiile vectoriale ale coeficienţilor E, F, G și de 


relaţiile (6), relative la coeficienţii L, M, N, relaţiile precedente se mai 
scriu 


F„[Fudu + Fadu + p(iudu + ñedv)] = 0, 
Fo[Pudu + Fodi + p („du + f,dv)] = 0, 


sau 


F (dP + ọ dñ) = 0, 
Pa(dP + p dñ) = 0. 


De aici rezultă că vectorul dF+ pdñ este nul. | 
n adevăr, dacă n-ar fi nul, potrivit relaţiilor (31) acest vector ar fi 
perpendicular pe vectorii! F,, F,, deci coliniar cu îi, în contradicţie cu faptul 
că dř + pdñ, suma vectorilor di și pdă, situaţi în planul tangent în M, 
este el însuși situat în acest plan. 
Avem deci formula 


(31) 


d? + pdñ = 0, (32) 


numită formula lui Rodrigues, unde diferențialele dř și dă sînt calculate în 
lungul unei tangente principale, iar p este raza de curbură principală (inversa 
curburii principale) corespunzătoare. 

Reciproc, se vede ușor (urmînd calea inversă) că, dacă vectorii dF şi 
dñ sînt coliniari, deci legaţi printr-o relaţie de forma 


dř + Ada =0, (32”) 


direcţia acestor vectori este una din direcţiile principale în punctul M iar scala- 
rul à este raza de curbură principală corespunzătoare. 


„8. Tangente conjugate. Noţiunile de tangente asimptotice și tangente 
principale se pot pune în legătură cu noţiunea mai cuprinzătoare de tangente 
conjugate. 


1 Presupunem, ca de obicei, că punctul M (u, v) este regulat, ceea ce înseamnă că 
vectorul normal Ñ = Fy X Fy este. diferit de zero, deci vectorii Pu, Fy sînt diferiți de 
zero şi necoliniari. 
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Pentru a introduce noţiunea de tangente conjugate, să considerăm o 
«curbă C, pe suprafaţa S. l 
-Planul tangent în punctul curent M al curbei C, la suprafaţă, are ecuația 


(R— F) = 0, = (33) 


unde F este vectorul de poziţie al punctului M, î versorul normalei M la 
:suprafaţă, iar Ë vectorul de poziţie al punctului curent în planul tangent. 
= Mulțimea planelor tangente la suprafață, în punctele curbei C, consti- 
-tuie o familie de plane care depinde de un parametru (parametrul în lun- 
-gul curbei, de exemplu arcul s). Această familie de plane admite (în general) 
.0 înfășurătoare, care este o suprafaţă desfășurabilă %, circumscrisă (tangentă) 
“suprafeţei S în lungul curbei C. 

„__ “Generatoarea suprafeţei desfășurabile Z este caracteristica A a planului 
“tangent (33) și ca atare este determinată de sistemul constituit din ecuaţia 
«(33) şi ecuaţia 

di -dF 


R= ie , 


»bținută din (33) prin derivare în raport cu arcul s al curbei C.. 


PER ea i . A dF? 
Ţinînd seamă că ñ este perpendicular pe vectorul director a al tan- 


. dF l ; 
gentei la curba C, deci h 0, ecuația precedentă se scrie 
8 


(E —7) a =0 
sau 
(A —F)dā = 0. (34) 


Ecuațiile (33), (34) — ale caracteristicii A a planului tangent în M 
— fiind verificate pentru A = F, caracteristica trece prin punctul de contact M 
«al planului tangent, deci este tangentă în M la suprafaţă, şi poartă numele 
-de tangentă conjugată cu tangenta în M la curba C. 

Putem enunţa astfel propoziţia: 


Generatoarele suprafeței desfăşurabile circumscrise unei suprafețe S, în 
lungul unei curbe C, sînt conjugate cu tangentele curbei C. 


Dacă B este vectorul de poziție al punctului curent al caracteristicii, 
vectorul R — F are direcţia caracteristicii. 

Fie 87 diferenţiala lui F în lungul caracteristicii. Vectorul 37, fiind coli- 
niar cu A — F, diferă de acesta printr-un factor scalar și din (34) deducem 
relația 
| | dă = 0, (35) 
adică, dezvoltat, 

(Fudu + F òv) (iudu + Adu) = O, 
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sau, efectuînd înmulţirea şi ţinînd seamă de relaţiile (6), 
IL du ðu + M(du5v + dv õu) +-INdy èv = 0. (36) 


Se vede ușor că (36) se obţine de asemenea din relația | 
dF ñ = 0, (35°) 


analoagă cu (35), deci tangenta D în M la curba C este conjugată! cu A. 

Spunem că D și A sînt două tangente conjugate, relaţia (36)? constituind 
condiția de conjugare a acestor tangente?. 

Condiţia de conjugare (36) avînd caracter involutivi, înseamnă că această 
condiție determină — în fasciculul tangentelor în punctul M la suprafață 
— o involuţie, tangentele corespondente în involuție fiind conjugate. 

Tangentele într-un punct al unei suprafețe, care coincid cu conjugatele 
lorë se numesc tangente autoconjugate. 

Dacă o tangentă corespunzătoare diferențialelor du, dv este autocon- 
jugată, avem 


încît condiția de conjugare (36) se reduce la ecuaţia 
L du? + 2Mdudv + Ndr? = O, 


în care recunoaştem ecuația care determină tangentele asimptotice. 

Aşadar, într-un punct al unei suprafețe există două tangente autocon- 
jugate, tangentele asimptotice. 

nseamnă că, dacă se consideră o curbă C pe o suprafaţă, tangentă într-un 

punct M la una din tangentele asimptotice (reale) prin M, caracteristica 
planului tangent în M la suprafaţă, considerat ca aparţinînd familiei planelor 
tangente la suprafaţă în lungul curbei C, este tangenta asimptotică însăși. 

Se ştie că, într-un fascicul de drepte în involuţie, există două drepte 
corespondente ortogonale. 

Deducem că, într-un punct al unei suprafeţe, ezistă o singură pereche de 
tangente conjugate ortogonale. 


1 Aceasta înseamnă că, dacă T este o curbă (arbitrară) prin M pe suprafaţă, a cărei 
tangentă în M este A, caracteristica planului tangent în M la suprafaţă, consi- 
derat ca aparţinînd familiei planelor tangente la suprafață în lungul curbei T, 
este tangenta D. 

Faptul că D este tangenta conjugată tangentei A, rezultă şi din simetria relaţiei (36) 
în raport cu cele două serii de diferenţiale du, dv şi 'su, òv. 

i 2 Sau (35) sau (35%). 
3 Condiţia de conjugare se poate încă scrie 


Ddusu + D’ (du &v + dv õu) + D” dvõv = 0. 


' 4 Primul membru, care este forma polară a celei de-a doua forme fundamentale, 
este biliniar şi simetric în cele două serii de diferenţiale du, dv şi du, 8». 
5 Altfel spus: tangentele unite (duble) în involuţia tangentelor într-un punct al 
unei suprafeţe. 
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Fie D și A tangentele — în punctul M al suprafeţei S — conjugate orto- 
gonale. Înseamnă că este satisfăcută condiţia de conjugare (36), precum și 
sondipa de ortogonalitate 


E du du + F(du 30 + dv ĝu) + G du &v = Q. 
Ordonînd în raport cu ðu şi ðv, aceste condiţii se mai scriu 
(L du + Mdv) du + (Mdu + N dv) ðv = 0, 
(E du + F dv) ŝu + (Fdu + Gdv) v = 0. 
Eliminînd diferențialele ĝu, v (raportul =) » obţinem ecuaţia 
L du +Mâv _ M du + N dv 
Edu+Fd  Fdu+ Go 


în care recunoaștem ecuaţia care determină tangentele principale. 
Aşadar într-un punct al unei suprafețe există o singură pereche de tangente 
conjugate ortogonale (reale), tangentele principale. 


(37) 


7 


$ 23. Linii asimptotice și linii de curbură ale unei suprafețe 


. a. . . Vi . r . du 
9. Linii asimptotice. Am văzut, mai sus, că ecuaţia în FA 
v 


L du? + 2M dudv + Ndx? = 0 
determină, în punctul M(u, v) al suprafeței S | 
F = F (u, v), 
două tangente, tangentele asimptotice, astfel că secțiunile TER în M 
— prin aceste tangente — au curbura în M nulă. 
Tangentele asimptotice sînt reale distincte dacă punctul M este hiper- 


bolic (LN — M? < 0), reale confundate dacă M este parabolic N Si M? = 0) 
şi imaginare dacă M este eliptic (LN — M2? >0). 


Se numesc linii asimptotice ale unei suprafeţe curbele, situate pe supra- 
faţă, care sînt tangente în fiecare punct al lor uneia din tangentele asimptotice 
prin acest punct. 


(38) 


rÈ 


Din definiție rezultă că ecuația diferențială a liniilor asimptotice ale 
suprafeţei S este ecuaţia (38)2. Rezolvînd-o în raport cu = , obţinem două 
v 


„ecuații diferențiale de ordinul întîi 
du du f 
— = Q (u,v — = Q (u, v 38” 
_ i dv P1(u, ) do Pa | , ) x ( ) 
„fiecare din aceste ecuații definind o familie de linii asimptotice ale suprafeței. 
l: Datorită simetriei primilor membri ai condiţiilor (37), în cele două serii de dife- 
renţiale du, dv şi ŝu, 8, dacă am elimina pe = am obţine aceaşi.ecuâţie! 'în care 
v 


însă simbolul de diferenţiere d ar fi înlocuit prin 8. .. : 
2 Sau ecuaţia echivalentă 


Ddu? + 2 D'dudo + D” d =.0. 07. ri > (380) 
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Așadar, totahtatea liniilor asimptotice ale unei suprafeţe S, definite de 
ecuaţia diferenţială (38), este formată din două familii, printr-un punct M 
al unei porţiuni regulate a suprafeței trecînd două linii asimptotice, cîte 
una din fiecare familie, tangente în M tangentelor asimptotice. Dacă punc- 
tul M este hiperbolice, liniile asimptotice prin M sînt reale și cu tangente 
distincte în M; dacă M este parabolic, liniile asimptotice prin M sînt 
reale, avînd aceeași tangentă în M; iar dacă M este eliptic, liniile asimp- 
totice prin M sînt imaginare. 

În cazul cînd suprafaţa S este dată prin ecuaţia explicită 


z = f(z, y), 
ecuația diferențială a liniilor asimptotice este 
rdz? + 2sdzdy + tdy? = 0. 
Liniile asimptotice sînt caracterizate de proprietatea geometrică remar- 


cabilă: 


Planul osculator în punctul curent M al unei linii asimptotice, a supra- 
fejei S, este tangent în M la S. 
În adevăr, ținînd seamă de formula (5) 
cos __ Ldu? + 2M dudv + Ndi? 
Îi: 8 E T E 


R E du? + 2F dudv + G di? 


deducem că, în lungul unei linii asimptotice C, avem 


A osi 2200): 
R 


Dacă t+ 0, rezultă cos0 = 0, deci 0 =, Normala principală în - 


punctul M al liniei asimptotice C făcînd un unghi drept cu normala la su- : 
prafaţă, ca și tangenta la C, planul osculaior în M la C este tangent la 
suprafaţă. | Ea 

Dacă — în lungul liniei asimptotice C — avem £ = 0, linia C este o 
dreaptă. Planul osculator într-un. punct al unei drepte fiind nedeterminat, 
convenim să considerăm drept plan osculator, în lungul dreptei C, planul 
tangent la suprafaţă. Cu această convenţie, proprietatea este complet demon- 
strată. l i 

Reciproc, să presupunem că planul osculator în punctul curent al unei 


-curbe C, situată pe suprafața S, este tangent la suprafață, deci 0 = S „Avind 


în vedere formula (5), deducem că, în lungul curbei C, a doua formă funda- 
mentală a suprafeţei este nulă: ii 


Ldu? +.2M dudu + Nd? = 0, 


ceea ce înseamnă că C este linie asimptotică. 


0 
ta 
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„+ + Potrivit proprietății demonstrate, o generatoare a unei suprafeţe S 
(6! dreaptă ce aparține suprateţei) este linie asimptotică. 

Deducem că generatoarele unei suprafeţe riglate constituie una: dih 
familiile de linii asimpiotice ale suprafeței şi, ca urmare: liniile asimptotice 
ale unei cuadrice sînt generatoarele — reale sau imaginare — ale cuadriceil. 


Dacă suprafaţa S eşte desfășurabilă, amîndouă familiile de linii asimp- 
totice coincid cu familia generatoarelor suprafeţei. 


. În adevăr, suprafaţa fiind riglată, una din familiile de linii asimptotice 


coincide cu familia generatoarelor suprafeţei. Pe de altă parte, punctele unei 


suprafeţe desfășurabile fiind toate parabolice, avem 
LN — M:=0, 


astfel încît primul membru al ecuaţiei (38) este un pătrat perfect. Rezultă 
că cele două ecuaţii (38”) — care definesc cele două familii de linii asimpto- 
tice — se confundă, deci cele două familii de linii asimptotice sînt confundate. 

- Reciproc, dacă cele două familii de linii asimptotice ale unei suprafeţe 
sînt confundate, suprafața este desfăşurabilă. 

În adevăr, putem presupune, făcînd eventual o transformare de coordo- 
nate curbilinii pe suprafaţă, că liniile asimptotice (duble) coincid cu una 
din familiile de curbe coordonate, de exemplu cu familia u = const.2; 
Aceasta înseamnă că avem. 


M=0, N=0, 
adică, ţinînd seamă de formulele (6), 
Fu = 0, A Fo = 0, 


şi prin urmare vectorul ñ, este nul. Înseamnă că fi depinde numai de u, nu 
şi de v. 


1 Din geometria analitică se ştie că o cuadrică nedegenerată are două familii de 
generatoare distincte: reale în cazul hiperboloidului cu o pînză şi paraboloidului hiper- 
bolic și imaginare în cazul elipsoidului, hiperboloidului cu două pînze şi paraboloiduiui 
eliptic. 

i 2 Cele două familii de linii asimptotice fiind confundate, aieriminantul celei 
de-a doua forme fundamentale este nul şi această formă este un pătrat perfect 
+ (Pdu + Qdv)?, P şi Q fiind funcții de u, v. 

Ecuația diferențială a liniilor asimptotice (duble) este deci 


Pdu + Qdv=0. 


a] 


Prin integrare, obținem ecuația în termeni finiți a liniilor asimptotice, pe care o 
putem presupune scrisă sub forma 


flu, o) =C, (C = const.). 


Dacă liniile asimptotice nu coincid cu vreuna din familiile de curbe coordonate, 
făcînd transformarea 


l, 


sa 


U = f(u, o), V =v; 


familia v = const. se păstrează (se transformă în familia V = const.)., iar familia do 
linii asimptotice devine familia U = const. | 

3 Dacă ñ, n-ar fi nul, ar fi perpendicular pe vectorii nečoliniari Fu şi Fy, deci ar 
fi coliniar cu ñ, în contradicţie cu faptul că ñ, este perpendicular p ii eom se Nade deri- 
vînd relaţia 7? = 1, în raport cu s). . E RGT N 


2] — Geometria diferențială 


322 Geometrie diferenţială 
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Notînd cu A vectorul de poziţie al punctului curent al planului tangent 


în punctul M, al cărui vector de poziţie este F, ecuaţia vectorială a acestui 
plan este 


(A —7)i =0, 


sau 
Ra = Fñ, 
ceea ce înseamnă că distanţa p a planului tangent, la origine, este dată 
de formula 
p=Fă. 
Prin derivare în raport cu v, obţinem. 
Po = FĂ + Fă. | 

Însă Fii = 0 (deoarece A este normal la suprafaţă), iar 7, = 0 (cum 
am văzut mai sus), deci p, = 0, astfel încît scalarul p nu depinde nici el de v. 

nseamnă că planul tangent la suprafaţă nu depinde decît de parametrul ui. 

Așadar, suprafaţa pentru care cele două familii de linii asimptotice sînt 
confundate apare ca înfășurătoarea unui plan variabil care depinde de un 
parametru, deci este desfășurabilă. 

Dacă suprafaţa S nu este riglată şi are regiuni ale căror puncte sînt 
hiperbolice și regiuni ale căror puncte sînt eliptice, aceste regiuni sînt sepa- 
rate — în general — de o curbă T, linia parabolică a suprafeţei, dată de 
ecuaţia 


LN —M? =0, 


constituită din punctele parabolice ale suprafeței. 

Liniile asimptotice care trec prin orice punct M al unei regiuni de puncte 
hiperbolice sînt reale distincte, cu tangente distincte în M, pe cînd liniile 
asimptotice prin orice punct al unei regiuni de puncte eliptice sînt imaginare. 


Dacă punctele unei suprafeţe (sau ale unei porţiuni a suprafeţei) sînt 
hiperbolice, putem raporta suprafaţa la reţeaua liniilor asimptotice. Presu- 
punînd că este realizată această situaţie, ecuaţiă (38) — a liniilor asimp- 
totice — admite soluţiile v = const. și u = const., de unde rezultă că avem 


L=0, N=0. 


Reciproc, dacă aceste relații sînt verificate (identic), ecuația liniilor 
asimptotice admite soluțiile v = const. și u = const., deci suprafața este 
raportată la liniile asimptotice. 

În virtutea formulelor (7) și (8), relațiile precedente se scriu 


(PaP uu) T 0, (Puao) = 0. 
Înseamnă că vectorii F yus Fw se exprimă liniar în funcție de Fus Pot 
Fuu = afu + bf Puo = Ga + boy (39) 


a, b, a', b' fiind anumite funcții de u și v. 
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Prin urmare vectorul de poziție al punctului curent al suprafeței este 
soluție a sistemului de ecuații cu derivate parțiale de ordinul al doilea (39). 

Invers, o soluţie F(u, v) a acestui sistem constituie vectorul de poziție 
al punctului curent al unei suprafețe S, raportată la liniile asimptotice. În 
adevăr, în virtutea sistemului (39), coeficienții L, N ai celei de-a doua forme 
fundamentale sînt nuli. Dacă (FFF) Æ 0, M este nenul, ceea ce înseamnă 
că suprafaţa nu degenerează într-un plan. 

Avem deci teorema: 


Condiţia necesară şi suficientă ca o suprafaţă să fie raportată la liniile 
asimptotice este ca vectorul de poziţie F(u, v) al punctului curent al supra- 
fejei să verifice un sistem de ecuaţii cu derivate parțiale de ordinul al doilea 


de forma (39). 

10. Liniile asimptotice ale suprafeţelor riglate nedesfăşurabile. Se găseşte 
ușor că ecuaţia diferenţială a liniilor asimptotice! ale suprafeţei riglate 
P = Polo) + u ā(0), 

este 
2 (Pā) du dv — [( FaF) + ((3ā' F) + (ÂP,ā”))u + (āā'ā”)u?] di? = 0. 


În ipoteza — în care ne situăm în cele ce urmează — că suprafața 
riglată nu este desfășurabilă, ecuația precedentă se descompune în ecuațiile 


dv =0, (40) 
du _ (aP) | (ăroă) + (aa ro) aaa) , ; 
dv 2(7păa) 2 (Fpaa”) Faia (41) 


Ecuația (40) ne dă v = const., deci (cum știm) generatoarele rectilinii 
constituie una din familiile de linii asimptotice ale unei suprafețe riglate. 

Cealaltă familie de linii asimptotice este dată de ecuația (41), care 
este — în general — o ecuație de tip Riccati, despre care știm că o putem 
integra prin cuadraturi, atunci cînd cunoaştem o soluție particulară. 
~ Dacă însă (ââ' â”) = 0, deci dacă generatoarele suprafeței sînt paralele 
cu un plan fiz, cînd suprafaţa riglată este o suprafaţă cu plan director?, ecua- 
ţia (41) este o ecuaţie liniară și se integrează prin cuadraturi. 

De asemenea, dacă (2 FoF) = 0, deci dacă generatoarea prin punctul 
curent M al curbei directoare Co 


F = Fa (v) 

este situată în planul osculator în M la Co, altfel spus: dacă curba directoare Co 
este linie asimptotică a suprafeței riglate, ecuația (41) este o ecuație de tip 
Bernoulli și se integrează prin cuadraturi. | 

1 Utilizăm ecuaţia (38) 

D du? + 2D'dudv + D” dv? = 0 

echivalentă cu (38). 

? v. cap. IV, § 17, 3. 


21* l - 
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În sfîrşit, dacă (ăă'â”) = 0 și (7974) = 0 (deci dacă suprafaţa: este 
cu: ù plan director și curba directoare este linie asimptotică), ecuația (41) este 
o ecuație liniară și omogenă, care se integrează printr-o cuadratură. 
„Din teoria ecuațiilor diferențiale se știe că raportul-simplu a trei inte- 

d 
grale particulare ale unei ecuaţii liniare =E = P( z)y + Q(z) este constant, 
T 
Prin urmare, dacă w(v), ulv), ug(v) sînt trei integrale particulare ale ecua- 
tiei (41), unde presupunem (ăâ'ă”) = 0, avem 


üs (v) — u (+) 


uz (2) — ua (v) 


= const. 


Integralelor u,(v), ua(v), ug(v) le corespund trei linii asimptotice, repre- 
zentate de ecuațiile | l 


F = 7o(0) + u(v)ā(v), (i= 1, 2, 3). 


Fie Mı, Ma, Ma punctele în care cele trei linii asimptotice sînt tăiate 
de generatoarea corespunzătoare valorii v, și tł, to, t abscisele — pe genera- 
toare — ale acestor puncte, originea (pentru abscise) fiind punctul în care 
generatoarea se sprijină pe curba directoare F = 7,(9). -RS 

Avem deci 


prin urmare 
i MM; = j — 4 = (4 — u): lā], (i, j = 1,2,3). 
. Deducem pas Mi 
MM, _ >n 
| | MM, ` Ug — Us 
„Putem deci enunţa teorema: 


A Raportul simplu al punctelor în care trei linii. asimptotice ale unei su- 
pielen cu plan director sînt tăiate de o generatoare . oarecare este constant, 


-=.= m 


“: Dacă. (aa â”) Æ 0, (41) este o ecuaţie Riccati.sau Bernoulli. 

Se știe că biraportul a patru integrale particulare ale unei ecuaţii: Ric: 
cati esta constant. Această proprietate subzistă evident — și pentru o ecuaţie 
liniară, precum și pentru ecuaţia Bernoulli! în care degenerează (41) cînd 
(2700) = 0. 


3 de pu 1. ; ; 
„© o} În adevăr, prin substituția u = — , care este o 'transformare omografică 'parti- 


* e 
P 


culáră; o ecuaţie Bernoulli de forma : fii 3 p îi á 


du — Piou + Ql) u 
dv 


Tosa 


se transformă în ecuaţia liniară . 


TE + Plow + Qla = f ae a N 
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Prin urmare, dacă u,(), ua(v), us(0), ua(v) sînt patru integrale parti- 


clare ale ecuaţiei (41), avem 


uz (v) — u (v) ua(v) — ulo). const. 


ua (0) — ua(v) ` ua{o) — ua (o) 


Raţionînd în continuare ca mai sus, obţinem teorema: 
Biraportul punctelor în care patru linii asimplotice ale unei supraje 


riglate sînt tăiate de o generatoare: oarecare este constant, 
I. Linii asimptotice ale elicoizilor şi sapala de: 


Aplicaţii. 
rotaţie. 
Ecuația elicoizilor, care au axa Oz drept axă de rotaţie, este 


P = u(cosvi + sinv]) + [f(u) + hulk, (h = const.). 


Avem | A g 
F, = cosvi + sinvj + f'k, P, = —usinvi + ucosvj + hk 
(hsinv — uf’ cos v)i — (hcosv + uf'sinv)j + uk 


N = Fu xX F, = 
ė i ci a 
— Sinyl + cosvJ, Fiw = —ucosYi —usinv], 
i 


Pe = k, = 
uf”, D' = Num = — he D" = Ne = f 


D = NF, 
Deducem că ecuaţia diferenţială a liniilor asimptotice ale elicoizilor 
este 
i uf"du? — 2h dudu + uf'du = 0, E 
iar aceasta ne dă, rezolvînd în raport cu Fa (1) 
i v 
d hter. 
PR : do uf” 
Membrul al doilea depinzînd numai de u, însearină că ecuaţiile finite 
ale liniilor asimptotice ale elicoizilor se obţin prin cuadraturi. > = ` 
Dacă — în ecuaţia elicoizilor și în. ecuaţia diferenţială. (I) a il 
asimptotice ale elicoizilor — facem h = 0, obținem ecuația suprafețelor de 


zotee (în jurul axei 0z) 
. P= 
şi ecuația diferențială a Tanor asimptotice ale suprafețelor de rotaţie 
: f” du? + uf'dv? =-0,. (II) 
a cărei integrare se poate efectua prin ai 
II. Să se determine liniile asimptotice ale suprafeței 


= u(cosvi + sinvj) rir 
a e a 


ucosvi + usinvj + flu k | 
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Această suprafață fiind o suprafață de rotaţie, rezultă, ţinînd seamă 
e (II), că ecuaţia diferenţială a liniilor asimptotice este 


2 du? — dot = 0, 
u? 
și se descompune în Saale de gi ordin 


Va = d, Va = — d. 


Deducem că ecuațiile în termeni finiţi ale celor două familii de linii 
asimptotice sînt 


22, Ber 
l u = Cel’, u = C'e Va 
iar ecuaţiile vectoriale sînt respectiv 
2 Ta T 


F= Cel? cosvi + Ce VE sia vu € k, 


Ti 


F = C'e Tiet Tar —k. 


11. Linii de curbură. Teorema lui Monge. ani lui Joachimstahl. 
Știm că, fiind dată o suprafață S 
P = F(u, 0), 


într-un punct M(u, v) al suprafeței, care nu este ombilic, există. două tan- 

gente reale ortogonale, tangentele principale, cărora le corespund curburile 

principale (valorile extreme ale curburii normale). Tangentele principale 
sînt date de ecuația 

Ldu+ Mdv _ Mdu -4+Ndv 

Edu +Fdv F du 4Gdv` 

Se numesc linii de curbură ale unei suprafețe curbele, situate pe suprafață, - 


care sînt tangente în fiecare punct al lor uneia din tangentele principale prin 
acest punct. 


(42) 


Din definiție rezultă că ecuaţia diferenţială a liniilor de curbură ale 
suprafeţei S este ecuaţia (42)1. Scriind-o sub forma 


(EM — FL) du? + (EN — GL) du do + (FN — GM) d? =0 (43) 


1 Sau ecuaţia echivalentă | 
D du + D’ dv _D'du + D”dv (42) 
E du + F dv F du + G dv 
În cazul cînd suprafața S este dată prin ecuația implicită 
= f (x, y), 
ecuația diferențială a liniilor de curbură este 
dp dq 


dz + pd dy + qdz 
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și rezolvînd-o în raport cu t, obținem două ecuații diferențiale de primul 
v 


ordin 
= = flu, 9), & = po (u, 0), 
v dv 
fiecare din aceste ecuații definind o familie de linii de curbură ale suprafeței. 

Aşadar, totalitatea liniilor de curbură ale suprafeței S, date de ecuația 
diferențială (42), este formată din două familii, printr-un punct oarecare M 
al unei porțiuni regulate — fără puncte ombilicale — a suprafeței trecînd o 
curbă din fiecare familie, tangentă uneia din tangentele principale în M. 
Liniile de curbură constituie astfel o rețea de curbe ortogonale pe suprafață. 

Ecuația, (43) este nedeterminată dacă suprafața este un plan (deoarece 
L, M, N sînt identic nuli)! sau o sferă (deoarece punctele sferei sînt toate 
puncte ombilicale)?, deci liniile de curbură ale planului şi sferei sînt nedeter- 
minate. 

Altfel spus, orice curbă aparținînd unui plan sau unei sfere poate fi 
considerată drept linie de curbură (a planului, respectiv sferei). 

Să presupunem că suprafaţa — diferită de un plan sau o sferă — este 
raportată la liniile ei de curbură drept curbe coordonate u = const., v = const. 
În acest caz, liniile de curbură constituind o reţea ortogonală, avem F=0. 
Ecuația diferenţială (43) devine astfel 


EM du? + (EN — GL) dudv — GM d? = 0. 


Scriind acum că linia u = const. — în lungul căreia avem du = 0, 
dv + 0 — verifică această ecuaţie, deducem M = 0. 

Reciproc, dacă avem F = M = 0, ecuaţia diferenţială a liniilor de 
curbură este 


dud = 0, 


deci liniile de curbură sînt curbele u = const., v = const. 
Așadar, pentru ca liniile coordonate ale unei suprafețe (diferită de un 
plan sau o sferă) să fie linii de curbură, este necesar şi suficient să avem F = O, 


În paragraful precedent am stabilit formula lui Rodrigues 
d? +- pdñ = 0, (44) 
unde diferenţiala dF, a vectorului de poziție al punctului curent al supra- 
feței, și diferenţiala di, a versorului 7 al normalei, sînt calculate în lungul 
uneia din tangentele principale, iar p este raza de curbură principală cores- 


punzătoare. Reciproc, dacă vectorii d? și di sînt coliniari, deci sînt legaţi 
printr-o relaţie de forma 


dF+Adi =0, (44) 
directia acestor vectori este direcția uneia din tangentele principale în 


punctul M (în care sînt calculate diferențialele dř, dñ), iar scalarul A este 
raza de curbură principală corespunzătoare. 


1 § 21, 1, aplicația I. 
2 § 21, 1, aplicaţia II şi § 22, 5. 
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Avînd în vedere că tangenta într-un punct. oarecare M al unei linii de 
curbură este una din tangentele principale în M, putem enunţa teorema 
generală: 


În lungul unei linii de curbură a suprafeţei S este verificată formula lui 
Rodrigues (44). Reciproc, dacă — în lungul unei curbe C a suprafeței S, în 
fiecare punct M al acestei curbe — vectorii dF şi dñ sînt coliniari, deci sînt legaţi 
printr-o relaţie de forma (44'), curba C este linie de curbură a suprafeţei, iar 
A raza de curbură principală corespunzătoare tangente: 
(principale) în M la C. 

Putem demonstra acum teorema lui Monge: 

Pentru- ca normalele la o suprafață S — în lungul 
unei curbe C — să genereze o suprafață desfășurabilă, 
este necesar și suficient ca C să fie linie de curbură a 
suprafeţei. 

Să presupunem că normalele suprafeţei S, în lungul 
curbei C, generează o suprafaţă desfăşurabilă, 2. Des- 
făşurabila Z poate fi diferită de un con sau un cilindru, 
poate fi con, sau poate fi cilindru. 

În primul caz, normalele suprafeței S — în lungul 


Fig. 80 „curbei C — rămîn tangente unei curbe I', muchia de 
întoarcere a suprafeței ă. Fie M punctul curent al 
curbei C, T punctul de contact — cu T — al normalei în M la S 


(fig. 80), F vectorul de poziție al lui M, îi versorul normalei în M la S, F* 
vectorul de poziție al lui T. 


Vectorul MT fiind coliniar cu ñ, avem 
MT = pñ, | 

p fiind un scalar (abscisa lui T pe normală), funcție de coordonatele u, v 
ale lu: M. 

Avem deci relaţia i 
| =FR (45) 
care constituie ecuația sia a curbei T. 

Prin diferenţiere; obţinem 

dř* = dř + pd + ñdọp. (46) 

Potrivit ipotezei, vectorul d7* — situat pe tangenta în 7 la I — este 

coliniar cu ñ, deci 


df* = Añ. 
De asemenea, î fiind versorul normalei la suprafaţă, avem 
ñd =0, dF =Q. 
Înmulțind scalar cu A ambii membri ai relației (46), obținem à = de. 
Rezultă că (46) se reduce la formula lui Rodrigues | 
di + pdii = 0, (47) 


încît curba C este linie de curbură a suprafeţei S, scalarul p fiind raza de curbură 
principală corespunzătoare tangentei în M la C. În virtutea ecuaţiei (45), 
punctul T este centrul de curbură principal relativ la tangenta în Mia. 
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Dacă desfășurabila Z este con, fie T vîrful acestųi: con; M punctul 
curent. al curbei C. Relaţia (45) subzistă, ca și (46); unde însă . dF* = 0, 
deoarece vectorul de poziţie 7* al lui T este constant. : ` 5 
„+. Înmulţind cu ñ, din (46) — unde dř* = 0 i pl Aa dep = 0, încît: 
(46) se reduce la (47): curba C este linia de curbură: a suprafeței S ra 

n sfîrșit, dacă È este: cilindru, normala în‘ lungul curbei C — la S —. 
pästrînd direcția fixă, 7 aie constant, deci dă =: 0. Formula lui Rodrigues 


este “verificată coisideriad; = 0. Deci C este linie de curbură. , 


P l NO 
Să considerăm acum o linie de curbură C a suprafeței S. În. iinei curbei C 


este verificată formula lui Rodrigues. Curþura principală —, corespunză- 


toare tangentei în punctul curent M al curbei C, poate fi funcție de coordona- 

tele u, v ale lui M, poate fi o constantă nenulă sau poate fi nulă. 
Situîndu-ne în primul caz, fie T punctul — pe normala în Mla S—al 
cărui vector de poziţie F* este dat de (45), unde F ṣi ñ sînt, ca mai sus, vectorul 
de poziţie al lui M şi versorul normalei în M la S. ` : 
` i Cînd M descrie linia de curbură C, T descrie o curbă I, reprezentată de 
ecuația (45). Prin diferențiere, obținem relația- (46), iar-de aici, ținînd seamă 
de (47), deducem X SE pantă 
dř* = ñ dọ, l i 


ceea ce înseamnă că normala în M la S este tangentă în T la I. Aşadar, 
suprafaţa Z, generată de normalele suprafeței S în lungul liniei de curbură C, 
este desfäşurabilă, avînd drept muchie de întoarcere curba I, reprezen- 
tată de ecuația (45). 


Dacă — = const., indicînd şi de astă dată sia T punctul — de pe 


normala în M la S — al cărui vector de poziţie F* este dat de (45), în virtu- 
tea formulei lui Rodrigues din (46) rezultă d7* = 0, deci F* = const. Așadar, 
T este fix, încît suprafaţa > (generată de normalele la Si în lungul, liniei de 
curbură C) este un con cu vîrful în T. 


În sfîrșit, dacă Î. == 0, din formula lui Rodrigues rezultă dñ = 0, 


e 
deci Îi = const.: È este un cilindru. 

Teorema este astfel complet demonstrată. 

Putem observa că, dacă desfășurabila >, generată de normalele supra- 
feței S în lungul une: linii de curbură C, este con, C este curbă sferică, iar dacă 
X este cilindru, C este o curbă plană. 

Teorema precedentă ne permite să demonstrăm teorema lui Joachim- 
stahl: 


Două suprafeţe, care au o linie de curbură comună, se. taie sub un unghi 
constant. Reciproc, dacă două suprafeţe se taie sub un unghi constant, în lungul 
unei curbe. C care este linie de curbură pentru una din suprafete, C este linie de 
curbură şi pentru cealaltă. 


1 v. cap. III, § 14, 16, observații. 
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În adevăr, să presupunem că suprafeţele S și S* au linia de curbură .C 
comună. Potrivit teoremei precedente, normalele la S, în lungul curbei C, 
generează o suprafaţă desfășurabilă, a cărei muchie de întoarcere (la care 
normalele sînt tangente) este o evolută I a curbei C. În mod asemănător, 
normalele la S*, în lungul curbei C, generează o suprafaţă desfășurabilă, 
a cărei muchie de întoarcere este o altă evolută I'* a curbei C. 

În virtutea teoriei evolutelori, deducem că normalele la S* în lungul 
curbei C se obţin rotind de acelaşi unghi œ normalele la S, în lungul 
curbei C, în jurul tangentelor acestei curbe. 

Altfel spus, S și S* se taie sub un unghi constant în lungul liniei de 
curbură comune C. | 

Reciproc, dacă suprafeţele S și S* se taie sub un unghi constant œ în 
lungul unei curbe C, care este linie de curbură pentru S, înseamnă că nor- 
malele la S, în lungul curbei C, generează o suprafaţă desfășurabilă, a cărei 
muchie de întoarcere I este o evolută a curbei C. 

Deoarece normalele la S*, în lungul curbei C, se pot obţine rotind nor- 
malele la S, în lungul curbei C, de unghiul constant w, în jurul tangentelor 
la C, rezultă (în virtutea teoriei evolutelor) că normalele în lungul curbe: 
C la S$* sînt tangente unei curbe D'*, deci sînt generatoarele unei suprafeţe 
desfășurabile (pentru care I'* este muchie de întoarcere). Prin urmare C 
este linie de curbură și pentru S*. 

Teorema lui Joachimstahl este complet demonstrată. 

Orice curbă aparţinînd unui plan sau unei sfere fiind linie de curbură 
pentru plan sau sferă, rezultă, în virtutea teoremei lui Joachimstahl, că, 
pentru ca un plan — sau o sferă — să taie o suprafaţă după o linie de curbură, 
este necesar şi suficient ca planul — respectiv sfera — să taie suprafaţa sub. un 
unghi constant. 


Aplicaţii. I. Să se determine liniile de curbură ale suprafeţei. 
| z = log (cos v cos y). 
Punînd z = u, y = v, ecuaţia vectorială a suprafeței se scrie 

F = ui + vj + (logcosu + log cos v) %&. 


Avem : 
F, = i — tguk, F, = j —tgvk, i 


’ 


E =1 + tgu = — , F = tgutgn, G=1 + tgv = 
cos ĉu 


cos? v 
N = F, X F, = tgui + tgvj + k, 
1 1 3; 
Fuu = dosia k, Fu = 0, Fos = — PR 
— NÑ TEN EI 1 ~o D! — AR sea n gotan 1 
EENT E spe Aig Pa e 0, a RNa e 


1 v. cap. III, § 14, 16. 


Proprietăţi rigide ale suprafețelor | 331 


Deducem că ecuaţia diferenţială a liniilor de curbură se seriet 


1 du 1 


cos? u cos? y 


dv 


du + tgutgv dv tgu tgv du + dv 


cos2u cos? v 


sau, mai simplu, 


du? _ di 
cos2u  cosîu! 
a 
şi se descompune în ecuațiile de primul ordin 
du _ dv du d. 
Susu toso cuk. cosy 


Întegrîndu-le, obținem ecuaţiile finite 
T u T v T u T v zi , 
r ra a aaa ci 
ale celor două familii de linii de curbură ale suprafeței date. 


II. Liniile de curbură ale suprafejelor de rotație. O suprafață de rotație 
fiind dată prin ecuația 


F = ucosvi + usinvj + f(u)k, 


găsim uşor că avem 


F=0,M=0. 


Aceasta înseamnă că liniile de curbură ale unei suprafeţe de rotaţie sînt 
curbele meridiane și paraleli. 


42. Suprafeţe paralele. Fiind dată suprafaţa S, să considerăm, pe nor- 
mala în punctul curent M, vectorul MM* de modul constant l. 

Cînd M descrie suprafaţa S, extremitatea M* a vectorului MM* 
descrie o suprafaţă S*, care se numește suprafaţă paralelă cu S. Suprafața S 
avînd ecuaţia 

F = F (u, v) 
iar ñ fiind versorul normalei în M la S, fie 7* vectorul de poziție al cores- 
pondentului M* al lui M. Rezultă că S* este reprezentată de ecuația 


Ft =F 4 elñ, 


unde e = + sau — 1, după cum MM* şi îi sînt de același sens sau de 
„sensuri contrarii. 


1 Utilizăm ecuaţia (42) 
D du + D'dv _D'du+ D” dv 
Edu+Fdy  Fdu+tGdv 
echivalentă cu (42). l 
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Prin: diferenţiere, obţinem relaţia 
| dR* = d? + eldi. (48) 
Înmulţind scalar cu ñ ambii membri ai acestei relaţii, deducem 
ñdFř* = 0, 

ceea ce înseamnă că ñ este vector normal și pentru S*. 

Așadar, normalele suprafeţei Ssînt normale şi pentru suprafaţa paralelă S*. 

Deducem, de asemenea, că, dacă S*¥ este paralelă cu S, și S este paralelă 
cu $*. Spunem că S şi S* sînt paralele. 

nvers, dacă normalele suprafeței S sînt totodată normalele altei supra- 
fețe S:*, cele două suprafeţe sînt paralele. 

În adevăr, putem presupune ecuaţia suprafeţei S* scrisă sub forma 

pr =7+ IA. 
Diferenţiind, obţinem 
dř* = dř + ld + fidl, 


de unde, înmulțind scalar cu F, rezultă dl = 0, deci l = const. Cele două 
suprafețe sînt paralele. 

Dacă punctul M descrie o linie de curbură a suprafeței S, normala 
în. M la. S generează o suprafață desfăşurabilă. Însă normala în M* (cores- 
pondentul lui M) la S* generînd o suprafață desfășurabilă, curba des- 
crisă de M* este linie de curbură a suprafeței S*. 

Avem deci propoziția: ` 


Dacă punctul M descrie o linie de curbură a suprafeţei S, corespondentul 
M* al lui M descrie de asemenea o linie de curbură a suprafeței paralele S*. 


Fie C şi C* două linii de curbură corespondente ale suprafețelor paralele 
S şi S*, p şi p* razele de curbură principale corespunzătoare tangentelor 
în punctele corespondente M și M* ale curbelor C și C*. 

Avem (formula lui Rodrigues) 


di + pd =0, 
| | dF* + p*dñ =0. 
„ Scăzînd aceste relaţii și ţinînd seamă de (48), obţinem relaţia simplă 
pt =p—el. (49) 
- 43. Evoluta unei suprafeţe. Congruenţe de normale. Fie C, şi Ca liniile 
de curbură prin punctul regulat M (u,v) diferit de un ombilic — al supra- 
feţei S 
F = F(u, v). 
” “În virtutea teoremei lui Monge, normalele la S în lungul curbelor C, 
și Ca generează două suprafețe desfășurabile S; şi So, pentru câre normală: D 
în M este o generatoare comună (fig. 81). Punctele de.contact ale normalei 


D cu muchiile de întoarcere T; și T, ale desfăşurabilelor Sı și Se sînt? centrele 
de curbură principale: Q, și Q în M: | 


1 Cum rezultă din demonstraţia dată teoremei lui Monge... > > ż 


-~ 
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-. Cînd M descrie suprafaţa S, centrele de curbură O, şi Q, descriu două 
pînze 2, și ©, ale unei suprafeţe È, care poartă numele de suprafaţa centrelor 
suprafeţei S. Pînza >, putînd fi, de asemenea, considerată drept locul geome- 
tric al curbei T, (cînd linia de curbură C, variază, coincizînd succesiv cu 
toate liniile de curbură ale familiei căreia-i aparţine), iar a locul geometric 
al curbei l}, înseamnă că normalele suprafeţei S sînt tangente celor două pînze 
ale suprafeţei centrelor. Datorită acestui fapt, suprafaţa centrelor se numește 
și evoluta suprafeţei S. Evoluta suprafeţei S este evoluta oricărei suprafeţe 
paralele cu S. I o 

Observînd că normalele suprafeței S con- 
stituie o familie de drepte depinzînd de doi 
parametri (coordonatele u, v pe S), deci o: 
congruenjă de drepte (a cărei suprafață direc- 
toare este suprafața S însăşi), înseamnă că des- 
făşurabilele S, și Sg prin D sînt desfăşurabilele 
congruenţei, care au comună generatoarea D, 
centrele de curbură principale Q, și Q, sînt 
focarele generatoarei D, iar evoluta 5 este 
suprafața 'focală a congruenței. Congruența 
constituită din normalele unei suprafețe se 
numește congruenţă de normale. 

Planele P}, P tangente desfășurabilelor S}, 
S2, în lungul generatoarei comune D, sînt 
planele focale ale generatoarei. Cum unghiul 
tangentelor principale în M la S este unghiul 
plan al diedrului format de P}, Pa, deducem 
că Pi, Po sînt perpendiculare. 

Avem deci propoziția: 


Fig. 81 


Planele focale ale generatoarei unei con- 
gruenje de normale sînt perpendiculare. 


În virtutea teoriei congruenţelor de dreptel, desfășurabilele congruenţei 


- normalelor suprafeţei S sînt circumscrise suprafeţei focale (evolutei): S, 


pînzei Ze în lungul unei curbe T; prin Q,, iar S, pînzei X} în lungul unei 
curbe T; prin 921. Deducem că tangentele în Q, la T} și ri sînt conjugate 
şi. aceeași proprietate au tangentele în Q, la T, și T3. 

„ Deoarece planul P, este perpendicular pe P, și tangent la X în Q, 
rezultă că P}, osculator curbei [, în Q}, conţine normala la X, în O, deci 
T, este geodezică pentru £}. În mod asemănător se vede că T, este geodezică 
pentru Za. Putem deci enunţa propoziţia: E i 


` Muchiile de întoarcere ale desfășurabilelor unei congruențe de normale 
sînt linii geodezice ale suprafeţei focale. 


ni. Am văzut că o condiție necesară pentru ca o congruenţă de drepte:să 


fie congruenţă de normale este ca planele focale ale generatoarei să fie per- 
pendiculare. Vom arăta că această condiţie este şi suficientă: 


1 Raționamentul direct fără a apela la teoria congruenţelor de drepte, nu prezint 
nici o dificultate. EL ii ci poa 
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Fiind dată o congruenţă de drepte pentru care planele focale ale genera- 
toarei sînt perpendiculare, există o infinitate de suprafeţe, paralele, ale căror 
normale sint dreptele congruenţei date. 


În adevăr, fie congruenţa 
F = Fo(u, v) + tā(u, v), 


Fo (u,v) fiind vectorul de poziție al punctului curent Mo al suprafeței direc- 
toare So, iar â(u, v) versorul generatoarei prin Mọ a congruenței. Desfăşu- 
rabilele congruenței sînt determinate de ecuația diferențială! 


27 zz a) = 2 OF. dă - 27, dă - Fo za 2 — 
ðu aë) ui sa (pt ðv a)+ (3 du a) | du au dai i 2 jo 0, (50) 


în sensul următor: această ecuaţie definește pe Sọ două familii de curbe, 
anume curbele după care So este tăiată de desfășurabilele congruenţei. În 
ipoteza în care ne-am situat, desfășurabilele prin generatoarea curentă D se 
taie ortogonal, încît familiile de curbe definite de (50) sînt reale distincte. 
Presupunînd că am raportat e ii A So la curbele definite de (50), avem 


du d 
Planele focale P,, Po ale generatoarei D — prin Mo(u, v) — fiind, în 
această situaţie, determinate de versorul ë și vectorii a , = , tangenți la 
u @v 
curbele coordonate prin Mo ale suprafeței So, relaţiile (51) exprimă că vec- 
„+ dă . Jä s ; CS: à puy ` 3 sf 
torii Fotie perpendiculari pe &, sînt situaţi în P} și P,, respectiv. Însă 
u 


unghiul vectorilor LA K este unghiul plan al diedrului format de P4, Pg 
u v ; 
și cum, prin ipoteză, acest diedru este drept, înseamnă că Z ȘI 22 sînt per- 
u’ w 


A ; , 27, _. OF : 
pendiculari, respectiv, pe sa și a , deci avem 
v u 


Rr 


ər da aF | 
TE ape S BE a) 2 
u ðv ' Av du 9 (22) 


sa 


În condiţiile (52), putem determina o funcţie t(u, v), astfel încît supra- 
faţa S, reprezentată de ecuaţia 


F = F(u, v) + t (u,v) ā(u, v), 
să aibă drept normală generatoarea D a congruenței, deci să avem 


ādř = Q. 


1 v. cap. IV, § 17, 9. 
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În adevăr, această relaţie se scrie dezvoltat 
ă(d7y + ādt + tdăâ) = 
sau 
ādFo + dt = 0, 
adică 
dt = — a du — a %e dv. 
ðu dv 


2 -E P Fo —2 [-a CLOR Ze), 
3v ĝu du dv 
care exprimă că dt este o diferenţială totală exactă, este (cum se vede imediat) 


echivalentă cu (52), satisfăcută (prin ipoteză) identic. 
Deducem astfel pentru t(u, v) expresia 


t(u, v) = — jez do du + ad a do) +C, (C = const.). 


Condiția 


În consecință, obținem familia de suprafețe paralele reprezentate de 
ecuația 


F = Fo (u, v) + [to (u,v) + C]ā{u, v), 


astfel că normalele acestor suprafețe sînt dreptele congruenței date. 
Propoziția este demonstrată. 


“44. Formula lui Euler. Indicatoarea lui Dupin. Vom stabili acum 
o formulă, datorită lui Euler, cu ajutorul căreia se poate uşor studia 
variaţia curburii normale într-un punct M al unei suprafeţe S (fig. 82). 
Presupunînd, în acest scop, că suprafața este 
raportată la liniile de curbură drept curbe coordonate 
u = const., v = const., înseamnă că avem 


F=0, M=0, 
F E: E 
încît curbura normală — în punctul M (u, v), co- 


Pr 
respunzătoare tangentei (du, dv)! este dată de 
formula (dedusă. din (21)) 
1 Ldu? + N dv? 


i azil ae E, Fig. 82 
ọn Edu? + Gdi? (53) i 


: s ni 1 .1 
Curburile principale — și— în M, corespunzătoare tangentelor la 
Pı P 
liniile de curbură v = const. și u = const. prin M, respectiv, se determină 


făcînd succesiv, în (53), dv = 0, şi du = Q0. Obţinem astfel 
.— =; a., (54) 


=- 1 Tangenta care corespunde diferențialelor du, dv, al cărei vector director: cate 
Fudu -+ Fydv, vectorii Fu și Fẹ, fiind calculaţi în M. 
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bi a E 0 0 N II 0 N ICE N CI E 
== = 
Pi 


Fie ọ unghiul tangentei (du, dv), corespunzătoare ‘curburii normale — 
ARE ; $ a Pn 
eta tt 2 l Pie a i as 
cu tangenta principală corespunzătoare curburii — (tangenta la linia de. 
Pi sS 


curbură 7 = const.). Ținînd seamă 'de formula 


Eduâu + F (duv + dvdu) + Gdvăv 


cos V IPEE IT >> 3 
VEdu + 2Fdudv + Gdy? VE ŝu? + 2F Su ðv + Gv 


care dă unghiul a două tangente într-un punct al suprafeței, obținem 
E du? G dv? 


aci = “Bat + Gas » sin2g = TETT (55) 
“Gum (53) se poate scrie e 
1 L, Ed N o Gdf 
Pn E Edu + Fd G Edu? GE G dr? 
tinînd seamă de (53) şi (54) deducem formula lui Euler 
1 =a g ie, | (56) 


Pn PM P2 


Cu ajutorul acestei formule putem studia cu ușurință variația curburii 
normale în M, făcînd să varieze unghiul ọ. 


1 1 
În ceea ce privește:curburile principale —și —, date de ecuaţia: (29), 
Pa - 
se pata întîmpla ca acestea să fie de același semn, sau de semne contrarii, 


sau una nulăl. 


1 1 
. Dacă — și — sînt de același semn, curbura normală ~ păstrează același 
fı Pa 
semn pentru toate valorile lui ọ, aparținînd intervalului (6, >, astfel încît 


toate secţiunile normale în M au concavitatea de aceeași parte a planului 
tangent în M: suprafaţa este convexă în punctul M, care este punct eliptic al 
suprafeței. 

n acest caz, tangentele asimptotice (pentru care curbura normală este 
nulă) sînt imaginare, deoarece rădăcinile ecuației ȘI 


1929 Ima | (57) 


cărora. le corespund tangentele asimptotice, sînt imaginare. 


1 1 ue 
1 Excludem din consideraţie cazul cînd — = — = 0. În acest caz, formula 
1 Pı fa | 
lui Euler ne dă — = 0 pentru toate tangentele prin M, care este astfel punct planar al 


Pn 
suprafeței. 
2Făcînd pe 'ọ să. varieze de la 0 la x obţinem toate tangentele în M. deci, ioate 
- valorile pe care le poate lua curbura normală.  . ..:.: caco i: ROI 
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A | 


1. 
-Dacă — şi = sînt: de semne contrarii, pentru unele valori ale Tui. E, 
` Ra Pa ox , 
a Vie normală este. pozitivă, pentru ajisie negativă: unele secțiuni nor- 


male au concavitatea de o parte a planului tangent, altele de cealaltă parte. 
Suprafața este cu curburi opuse în M, care este punct hiperbolic al suprafeţei. 

Tangentele asimptotice sînt în acest caz reale distincte, corespunzînd 
rădăcinilor Qo și: 7 —. Po ale ecuației (57), cuprinse “în intervalele 


1 
0 7] . [2 | + 
(Fă n 
Putem deci enunța propoziţia: 


Tangentele principale într-un punct hiperbolic al unei suprafeţe sînt bisec- 
toarele unghiurilor formate de tangental asimptotice. 


"Altfel spus: 


- Într-o regiune hiperbolică (constituită din puncte hiperbolice) a unei 
supralete; rețeaua liniilor de curbură bisectează rețeaua liniilor asimplotice. 


În sfîrşit, dacă una din curburile principale este nulă, curbura normală 
păstrează același semn pentru toate valorile lui q, afară de o singură valoare, 
pentru care se anulează. Toate secţiunile normale prin M au concavitatea 
de aceeași parte a planului tangent, afară de secțiunea corespunzătoare 
valorii care anulează curbura normală, pentru care punctul M este (în gene- 
ral) punct de inflexiune. Punctul M este punct parabolic al suprafeţei si 
tangentele asimptotice sînt confundate. 


1 
Pentru a urmări sensul variației curburii normale ni cînd ọ crește? de 
la 0 la x, este convenabil să scriem formula lui Euler Ana forma 


— Z — — 


Pn P1 fı P2 
Putem de asemenea utiliza o anumită reprezentare grafică, indicatoarea- 
lui Dupin. 
E au SĂ ` . 
În adevăr, curbura normală — , corespunzătoare tangentei (du, dv) 


. . : Pn 
în M, este definită prin relația 
sd 1 
Pn Rn 


1 Eoia ; 
unde — este curbura secțiunii normale C, prin tangenta (du, dv), semnul 
ger n $ A a . - 


1 Ecuația (57) se descompune în ecuaţiile 


3 : în ai mari îsi al m) i SR 
Prima are o singură rădăcină 9, în intervalul (e. — Į , iara doua o singură rădă-, 


L] A s T A - ` Lă i Lă ` a, 
cină 9, în intervalul (3. =) . Deoarece însă tgp. = — tg, unghiurile Q şi Ọ, sînt 


suplementare: 9, = T — Po- = Da E, 


s 1. 
2 Pentru a vedea în ce intervale — creşte şi în ce interval descrește. 
Pn pă 
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din membrul al doilea fiind -++ sau — după cum sensul pozitiv al normalei 
principale a curbei C,, în M, este același sau opus sensului normalei în M 
la suprafață. În virtutea acestei relații, formula lui Euler se scrie 


Rn cos? e R, sin? e 


Sno pn =. (58) 
Pi Pa i 


Despre curburile principale putem presupune că sînt amîndouă pozitive, 


sau - > 0 şi ~ < 0, sau L >0 şi dr 0, după cum punctul M este 
1 2 Pi 


eliptic, hiperbolic sau parabolict. 


Cazul 1: M este eliptic. În acest caz, 


presupunînd 0 < DR a în membrul al 
Pı P2 
doilea al formulei (58). trebuie să consi- 


derăm semnul +. 
Dacă punem 


E = VR, cosp, n =VRa sing, (59) 

din (58) obținem ecuația 
E 4+ N =4 

Fig. 83 pi Pa , 
a unei elipse, ale cărei semiaxe sînt Yọ; > po (fig. 83). Această elipsă 
constituie indicatoarea lui Dupin relativă la punctul eliptic M. 

Vom presupune că indicatoarea este construită în planul tangent în M 
la suprafaţă, axele indicatoare fiind dirijate în lungul tangentelor principale 


[axa a cărei lungime este 2 Vp, fiind dirijată în lungul tangentei corespun- 
x d 
zătoare curburii —]|: 


p . 
Potrivit formulelor (59), coordonatele polare (raza polară și unghiul 


polar) al punctului curent P al indicatoarei sînt VE, și e. 
n consecinţă, putem urmări variaţia razei de curbură R,, deci a curburii 


1 suites în sanul gas sira A 
za secţiunii normale C,, cînd ọ variază, urmărind variaţia razei polare a 
n 

punctului curent al indicatoarei. Deducem că valoarea maximă a razei de 


v l .' . . v .. 1 1 e 
curbură R, este p}, deci valoarea minimă a curburii = este —, iar valoarea 
n Pi 
minimă a razei de curbură R, este pa, deci valoarea maximă a curbu- 


rii + este —. Dacă creşte de la 0 la £-, R, descrește de la p} la pe deci EA 
Rn Pa 2 Rn 


creşte de la E Pe , iar dacă ọ crește de la r la x, R, crește de la pala p}, 
Pı P2 . 


. 1 1 1 
deci — descrește de la — la —.: 
Ra P2 pı 


1 Schimbăm — eventual — curbele coordonate între ele, ceea ce are drept efect 
schimbarea sensului vectorului normal Ñ = Fy X Fy 
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Raza polară | R, neputiînd fi infinită, curbura > nu poate fi nulă pentru 
3 A . al E ; 
valori reale ale lui ọ: tangentele asimptotice sînt imaginare. 


Cazul II: M este hiperbolic. În acest caz există valori ale lui ọ pentru 
care primul membru al formulei (58) este pozitiv și valori pentru care este 
negativ. Luînd în membrul al doilea semnul + sau —, după cum primul 
membru este pozitiv sau negativ, obţinem formulele 


Micos 9. yo Pain o sii 
pă 


Pa Pa 
Ru cos? Ru sin? 
Ain COS 9 Îi puii Eden d DE pi E A 
Pi Pa 


prima referindu-se la secţiunile normale care au concavitatea îndreptată 
spre partea pozitivă a normalei în M la suprafaţa S, iar a doua la secțiunile 
care au concavitatea spre partea negativă a normalei. 

Ținînd seamă de (59), obţinem ecuaţiile 

g2 n? 

SaLi, 
Pir Pa 
2 


2 
S + © = —1, 
Pe P2 
a două hiperbole conjugate, care constituie indicatoarea lui Dupin relativă 
la. punctul hiperbolice M (fig. 84). 
Presupunem şi de data aceasta că indicatoarea este construită în planul 
tangent în M, axele indicatoare fiind dirijate în lungul tangentelor princi- 


'pale în M (axa de lungime 2p, în lungul 


> S . 1 
tangentei corespunzătoare curburii >) 
Pı 


Asimptotele indicatoarei coincid cu tangen- 
tele asimptotice (reale) în M, care fac 
— cu tangenta principală corespunzătoare 


æ. | d 8 ; èi 
curburii — — unghiurile Qo și 7 — po, soluţii 
p 


1 ` 
ale ecuației (57), cùprinse în intervalele 


m) [x i 
se Redă 1 
(o, J ŞI E 3 ui respectivi. Fig. 8 
1 În adevăr, asimptotele indicatoarei sint date de ecuația 
2 a 
iri + A = 0, 
Pi P3 


deci ecuațiile asimptotelor sînt 


P2 
= — — t, 
n= e | 


22* 
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Dacă ọ pila de la 0 la po, R, crește de la p, la. co, deci Í des- 
n 


crește de la — la 0; dacă ọ crește de la ọọ la ` R, descrește de la in- 
fı 


finit la |p|, deci Es creşte de la 0 la 
Ra | Pal 
1 


la t — co; R, creşte de la | pa| la oo, deci a descrește de la 


; dacă ọ crește de la Z 


la 0; 
; n | Pa! 
iar dacă ọ crește de la m — ọọ la m, Ra descrește de la co la p, 


deci + creşte de la 0 la —.: 
Ra Pe 


Cazul III: M este parabolic. În acest caz, presupunînd Lz 0, å = 0 
Pi Pa 


și ţinînd seama de (59), din formula (58) obţinem ecuaţia 
E 
fı =R 


care reprezintă două drepte paralele cu axa ordonatelor: 


č = Vpr» = — Vp. 
Aceste drepte constituie indicatoarea lui Dupin relativă la punctul 
parabolic M (fig. 85). 


Ca şi în primele două cazuri, presupunem indicatoarea construită în 
planul tangent în M, axa absciselor coincizînd cu tangenta principală cores- 


1 
 punzătoare curburii — : 
73 
Deducem că, dacă ọ crește de la 0 la Ž ze 


R, crește de la p, la oo, deci La descrește de la = 
Ra Pr 
la 0, iar dacă ọ crește de la = la x, R, descrește 


de la co la pa; deci + crește de la 0 la Se 
Ra P1 
15. Reţele conjugate. Să considerăm, pe supra- 
fața S, o familie de curbe dată printr-o ecuație de 
| forma 
Fig. 85 ọ (u, v) =-const. (60) 


Diferenţiind, obţinem 


9udu + edi =0. 
Rezultă că tangenta în punctul M (u, v), la o curbă a — din familie — 


care trece prin acest punct, este determinată de raportul = dat de formula 
v 
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. ~ Pentru a obţine tangenta conjugată tangentei în M la C, înlocuim, în 
“condiţia de conjugare 


L dudu + M (duv + dou) + Ndvyăv = 0, (61) 


pe gu prin a 
dv 9u 


Deducem astfel ecuaţia diferenţială 
De aut MA Due DO, 
èv * Leo— Mou 
a unei a doua familii de curbe 
4 (u, v) = const. 


Cele două familii de curbe formează o rețea de curbe, prin fiecare punct 
al suprafeței — sau al unei porțiuni regulate a suprafeței — trecînd o sin- 
gură curbă din fiecare familie, astfel că tangentele la cele două curbe sînt 
conjugate. Spunem că cele două familii constituie o rețea conjugată (sau un 
sistem congugat): 


Pe orice suprafaţă există o singură rejea conjugată orlogonală, consti- 
tuită din liniile de curbură ale suprafeței. 


Această propoziție este consecința faptului că tangentele principale 
'— într-un punct (diferit de un ombilic) al unei suprafețe — constituie unica 
pereche de tangente conjugate și ortogonalel. 

Dacă familia de curbe (60) coincide cu familia de curbe coordonate 
u = const., familia de curbe conjugate este dată de ecuaţia diferenţială: 


Mu + Nă = 0, | (62), 


obţinută făcînd du = 0 în (61). De asemenea, familia de curbe conjugate 
curbelor v = const. este dată de ecuaţia 


Lèu + Mă = 0, (63} 


obținută, făcînd dv = 0 în (61). 
Pentru ca familia de curbe conjugate familiei u = const. dată de (62), 
“să fie constituită din curbele v = const. (în lungul cărora avem dv =0), 
este deci necesar şi suficient să avem M = Q. 
Ținînd seama de a doua formulă (9), condiţia M = 0 se scrie 


(FFF) = 0. 


Înseamnă că vectorii 7,, Fy, Fu sînt liniar dependenti, deci sînt legați 
printr-o relație de forma 


a getea, a A i 3 E Era F Fo == aFu En bos A y a : i FE i . (64) 


uñde a şi b sînt anumite, funcţii ie u. Si v., o a Me pa site 


Ty 22,8. 
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Prin urmare vectorul de poziţie F(u, v) al punctului curent al supra- 
feţei este soluţie a ecuaţiei cu derivate parţiale (64), care este o ecuaţie 
Laplacel. 

Invers, o soluţie 7, a unei ecuaţii Laplace (64), care nu verifică ecuaţia 
unui plan?, constituie vectorul de poziţie al punctului curent al unei supra- 
feţe S, raportată la o reţea conjugată. 

Putem deci enunţa teorema: 


Pentru ca o suprafaţă să fie raportată la o reţea conjugată, este necesar 
şi suficient ca vectorul de poziţie F(u, v) al punctului curent al suprafeţei să 
verifice o ecuaţie Laplace (64). 

Cel mai simplu exemplu de ecuaţie Laplace îl constituie evident ecuaţia 

Fu, =0, 
care definește suprafaţa 
= plu) + 50), 
p (u) şi õ(v) fiind funcţii Pal de u şi v, respectiv. 

Această suprafaţă, ale cărei curbe coordonate formează (în virtutea 
teoremei precedente) o reţea conjugată, poartă numele de suprafaţă de trans- 
laţie, deoarece curbele coordonate v = const. se obţin prin translaţii dintr-o 
curbă a acestei familii, și aceeași proprietate au curbele u = const. 

În adevăr, fie Co și C două curbe aparținînd familiei v = const., corespun- 
zătoare valorilor vo şi v. Fie apoi Mo(u,%) și M (u, v) punctele în care 
curba u = const., corespunzătoare valorii u — taie curbele Co și C. Menţi- 
nînd pe V și v constanţi și lăsînd pe u variabil, Mg şi M descriu curbele Co 
şi C, respectiv, şi avem 


MM = F(u, v) — F (u, vo) = 5(0) — 3 (v) = const., 


ceea ce înseamnă că C se obține printr-o translație din Co. 
Demonstraţie asemănătoare pentru curbele u = const. 


Vrem să arătăm acum că, printr-o transformare omografică sau printr-o 
transformare polară (corelaţie. polară), unei rejele conjugate — situată pe o 
suprafață S— îti corespunde o rețea conjugată? situată pe transformata supra- 
feţei S. 

Pentru a demonstra această i aaa i, este suficient să arătăm că două 
tangente conjugate ale unei suprafeţe S se transformă, printr-o omografie 
sau printr-o corelaţie polară (polaritate în raport cu o cuadrică nedegene- 
rată), în două tangente conjugate ale transiormatei suprafeței S. 

n adevăr, printr-o omografie, unei curbe C a suprafeţei S îi cores- 
punde o curbă C'a transformatei S’, tangentei D în punctul curent M 


1 Ecuația vectorială (64) este echivalentă cu ecuaţia scalară 
0 = aly + b0, (64) 
verificată de coordonatele < {u, v), y(u, 1), z(u, v) ale punctului curent al suprafeței. 
2 A spune că F(u, v) nu verifică ecuația unui plan, revine a spune că g (u, o), y (u, KE 
z (u; v) sînt soluții liniar independente ale ecuației (64). : 
3 Altfel spus: Proprietatea unei rețele — de a fi conjugată — are caracter proiectiv 
şi dual. 
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al curbei C îi corespunde tangenta D’ în corespondentul M’ al lui M, 
planului tangent I în M la S îi corespunde planul tangent II’ în M’ la S’, 
iar dreptei caracteristice A a lui! Il îi corespunde (cum se vede ușor) dreapta. 
caracteristică A' a lui II’. Prima parte a propoziției este demonstrată. 
Pentru a demonstra a doua parte a propoziției, să observăm că, printr-o. - 
corelaţie polară, unei suprafeţe S îi corespunde o. suprafaţă? S*, astfel încît 
unui punct M al suprafeţei S îi corespunde planul tangent JI* la S* în cores- 
pondentul M* al planului tangent II în M la S. Unei curbe C a suprafeţei S 
îi corespunde o suprafaţă desfășurabilă %* (înfășurătoarea planelor cores- 
pondente punctelor curbei C), circumscrisă suprafeţei S*, curba de con- 
tact C* fiind corespondenta suprafeţei desfășurabile ©, circumscrisă supra- 
feţei S în lungul curbei C: Tangentei D în punctul curent M al curbe C 
îi corespunde caracteristica A* a planului tangent II* — corespondentul. 
lui M — la S*, iar caracteristicii Aa planului tangent TI în M la S îi corespunde 
tangenta D* în M* la C*. Propoziția este astfel complet demonstrată. 
__ O tangentă asimptotică fiind autoconjugată, în virtutea demonstraţiei 
de. mai sus rezultă propoziţia: 


Printr-o omografie sau o corelaţie polară, unei linii asimptotice a unei. 
suprafeţe S îi corespunde o linie asimptotică a transformatei suprafeței S.. 


$ 24. Curbura unei suprafeţe 


16. Curbura totală și curbura medie. Fiind dată o suprafaţă, produsul 


1 
K = 
; Pa Pa 
al curburilor principale, se numește curbura totală sau curbura lui Gauss a. 
suprafeţei, iar semisuma curburilor principale 


n =2(L +4) 
2 le. P2 
se numeşte curbura medie a suprafeței’. 

Curburile principale fiind invariante față de transformările de coordo- 
nate carteziene ortogonale ale spațiului și față de transformările de coordo- 
nate curbilinii pe suprafaţă, curbura totală și curbura medie sînt de asemenea 
invariante față de aceste transformări. 


? 


1 Considerat ca aparţinînd familiei planelor tangente suprafeței S în lungul curbei C. 
2 Dacă suprafaţa S este dată punctual, suprafaţa S* rezultă definită tangenţiat 
(ca înfăşurătoarea unei familii de plane depinzînd de doi parametri, coordonatele curbi- 
linii u, v, pe S), şi invers. i 
3 Curbura totală a fost introdusă de Gauss, în Disquisitiones generales circa super- 
ficies curvas (1827), iar curbura medie de Sophie Germain (1831). 
` Matematicianul romîn Emanuel Bacaloglu a considerat (în 1859) o altă curbură, 


avînd expresia Z A +Ž PE. 
e Pe e 
Editura Academiei R.P.R., 1959, pP 373). Cu ajutorul curburii totale şi curburii me- 


-+ 2 (a se vedea Al. Myller, Scrieri matematice, 


dii, curbura lui Bacaloglu are expresia Ž (3H — K). 
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: 'Ținînd seamă de ecuaţia 429) care determină curburile penea, 
dèduceri formulele 
e | LN — M? E A 
Sreo rr | 65) 
| | _EN—2FM+GL o (66) 
2(EG — F?) | l A 
„ Potrivit formulei (65), într-un punct eliptic curbura totală este pozitivă, 
într-unul hiperbolic este negativă, iar într-unul parabolic este nulă. 

n paragraful precedent? am arătat că, dacă o suprafaţă este desfăşu- 
rabilă, cele două familii de linii asimptotice ale suprafeţei sînt du nd iată 
deci LN — M? = O, şi reciproc. 

Putem deci enunţa . propoziția echivalentă: 


Condiţia necesară şi suficientă ca o suprafață să fie desfășurabilă este 
-să aibă curbura totală identic nulă. 


Observaţie. În cazul cînd suprafaţa este dată printr-o ecuaţie 
explicită 
| z = f(x, y), 


prima și a doua formă fundamentală fiind 
ds? = (1 + p*)dz* + 2pqdzdy + (1 + T 


erTi (r dæ? + 2sdzdy + tdy?), 


«curbura totală și curbura medie au expresiile 


ri — s? ; 
K= GFA a 
H = (1 -+ pîjt — 2pgs+ (1 + n LE (66! 


2(1 + pP? + gh 


Aplicație. Să se calculeze curbura totală și medie pentru elicoidul 
il de cu plan director 


r = u(cosvi + sin vj) + av k. 


Găsim 


E = 14, F = 0, G = u? + gê, 

beo Hesco 0. 

| | Vu: + a 
Deci 

.. gÊ 

Ra PNI Era — a? 

O EGS u? + a? (u? -+ a22 

__ EN—2FM+GL iN. 
2(EG — F?) ` 


1 v. § 23, 9. 
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17. Theorema egregium!. Ecuația lui Gauss. Potrivit formulei (65), 
curbura totală a unei suprafeţe este raportul dintre discriminantul celei de-a 
doua “forme fundamentale şi :discriminantul primei *forme fundamentale. 


„Curbura .totală se poate însă esprima numai cu ajutorul coeficienţilor 
primei forme fundamentale şi 'derivatelor lor 'parțiale de priihul şi al doilea 
ordin?. 


Pentru a demonstra această importantă teoremă a lui Gauss, observăm 
că — în virtutea relaţiilor (7) — avem 


__DD"—D* 
(EG — F?}? 
Va fi de ajuns deci să arătăm că DD” — D’? se exprimă cu. ajutorul 
coeficienţilor primei forme fundamentale și derivatelor lor parţiale de pri- 


mele două ordine. 
În acest scop, avem în vedere formulele (8), care exprimă coeficienţii D, 


D', D”, precum și identitatea vectorială? 


âă' ab ar 
(abaya b'e) =|ba' bhb bg). 
l că eb' ea 
Obţinem 
DD" — D'2 = (Faf Puu) (Puo) — (Fahour) = 
Fi Fafo Fufy v i F3 Fufy Fufuwv 
FF, Fa FFuv da, Fufy F? Pfui 
Fufuu Fefuu Fuul oo FuFuv FFuv Fie | 
Însă 


= 1 
E, Pus = Gu (67) 


1 Theorema egregium (in latineşte) înseamnă teoremă însemnată, deosebită, remar- 


cabilă. 
2 Prin urmare, curbura totală este un element care aparține geometriei intrinseci a 
suprafeței. 
3 Această identitate key regula de înmulţire a determinanților. 
ê Relaţiile (37) (cap. V, $ 19, 10). 
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Deducem astfel 


E F è F,—Ż6, E F LE, 
DD” — D? =| F G $G, —IF oc 6, 
Š E, re LE, Fuufov ` ŽE, = G, Tuo 


Dezvoltînd determinanţii din membrul al doilea și ordonînd după 
E, F, G, obţinem 


4(DD" — D”) = 4A (Puf — Fin) + E(G + BG, — FG) + e 
+F (E,G, —E,G,—2F,G,—2E,F, + 4F F.) +G(E2 + BG, —E,F). (68) 


Dacă derivăm a treia relație (67) din stînga în raport cu u și pe a doua 
în raport cu v și scădem = ai avem 


Peste — Fe = Fun (Bee + Gus) 
Obţinem în definitiv ecuaţia lui Gauss 
LN — M? =È (2F uy — Ev — Guu) + EG + EG, — 2F,G,) + 
+ F (EG, — E Gu —2F G, —2E,F, + 4F,F,) +G (E? + EG —2E,F.)], (69) 


iar de aici formula 
K = S 2A (2Fus — Eve — Guu) + E(G, + EG, —2F,6,) + 
+F (EG —E G, —2F „Gu —2E,F y + 4F,F,) +G (E? + E Gu —2E,F,)], (70) 


care exprimă curbura totală cu ajutorul coeficienţilor primei forme funda- 
mentale și derivatelor lor parțiale de primul și al doilea ordin. 

Teorema lui Gauss este astfel demonstratăl. 

Din această teoremă rezultă o serie de consecinţe. 


Două suprafețe izometrice au, în puncte corespondente, aceeași curbură 
totală. 


Anterior? am arătat că o suprafață desfășurabilă este izometrică cu 
un plan. 

Demonstrația propoziției reciproce: O suprafaţă izometrică cu un plan 
esie desfăşurabilă, este imediată. , 

n adevăr, o suprafață izometrică cu un plan are (ca şi planul) curbura 
totală nulă, deci, în virtutea unei propoziții stabilite mai sus, este desfă- 
şurabilă. 


1 În virtutea acestei teoreme, noțiunile de punct eliptic, punct hiperbolic și punct 
parabolic aparțin geometriei intrinseci. 
2 v, cap. V, § 20, 14. 
v. § 23, 9. 
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Observaţie. Dacă reţeaua de curbe coordonate este ortogonală, 
avem F = Q și formula (70) devine 


K = — pia (Em + Guu) + a (BE + GE? + EEG, + GE,G,); (70°) 


-z G2 
dacă metrica suprafeței are forma izotermă 
ds? = E (du? + dot), 


K= alfa) E] 


= — Š [(logE)uu + (logE)v»]; (70°) 


obţinem 
ceea ce se mai scrie 


iar dacă metrica suprafeţei are forma geodezică 


ds? = du? + Gdv?, 


obținem 


sau 


K = — > yg VO (70”) 


18. Suprafeţe de rotaţie cu îi totală constantă. Un deosebit interes 
prezintă suprafeţele cu curbură constantă (aceeași în toate punctele supra- 
feţei), numite mai scurt suprafeţe cu curbură constantă. 

Suprafeţele cu curbură constantă pozitivă se numesc suprafeţe sferice, 
iar cele cu curbură constantă negativă suprafețe pseudosferice. 

Ne propunem să determinăm suprafeţele de rotaţie cu curbură constantă. 

Ecuația unei suprafeţe de rotaţie în jurul axei Oz fiind 


F = u(cos vi + sin vJ) + f(u)k, (11) 
şi presupunînd că suprafața este sferică, de curbură totală K = 2 (a = 
a 


= const.), obţinem ecuaţia diferenţială 


aff" = u(i + fP}. l (72) 
Această ecuație scriindu-se încă 
Ca i. ME udu, 
(1 +r 


deducem 
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Deci cota punctului curent al suprafeţei de rotaţie (în jurul axei Oz), 


căutate, este . 
a Va—C+u 
2 = f = + (E dus l (73) 


Am presupus constanta de integrare nulă, căci aceasta revine a da 
sistemului de axe o translație în lungul axei Oz. 

În ce priveşte constanta C, vom distinge cazurile: C = a@?, C < a? 
şi C >a. 

În cazul cînd C = a2, (73) devine 


udu d (a2 — u?) 


= t| pg T baz T TIA, 
deci ecuațiile parametrice ale suprafeței sînt 
x = ucosv, y = usinv, z = Fa — u, 
de unde obținem ecuația l 
i a p y? + z2 = a, 
a sferei cu centrul în origine şi raza a. 


Să presupunem C < a?. 
Curba meridiană T a suprafeței, din planul z = 0, are ecuaţiile! 


a2 — Cai u? 


adică 
ZE Li 
z=0, s= t| Ja. (74) 
Putem studia? forma curbei meridiane, deci forma suprafeței, utilizînd 
relația a 
a — C +y? o 
e E ace (75) 


care exprimă coeficientul E al tangentei la T. : 
Expresia de sub radical trebuind să fie pozitivă, deducem, în ce pri- 
veşte valorile pe care le poate lua y, Ş 
pf <C. l ; 
Přiù urmare, constanta C trebuie să fie pozitivă, astfel încît y variază 
în intervalul [— VC, YC]. Este de ajuns însă să facem pe y să varieze în 
intervalul [0, VC], pentru a trage concluzii pentru tot intervalul [— VC, yC]. 


1 Aceste ecuaţii se obțin făcînd v = = în (71).- 


2 Integrala care dă pe z, în (74), se mai poate scrie 
2— a, 
| EE tei VA r 
Via ZO F y C — y) SRRA 


este deci o integrală eliptică şi, ca atare, 'multiformă (admite o perioadă polară reală). 
Procedind ca în text, ne referim la o. ramură;-a integralei eliptice, 
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Putem de asemenea lua semnul + pe radicalului, în (74) şi (75). 


dz a 
"Dacă y. = 0, avem în acest caz g~ - Dacă y crește (începînd 


d E : i 
de li valoazea 0), z creşte (deoarece eod se măreşte, iar numi- 
yY , 


A E A a — dz EEE ; 
torul se micşorează), iar dacă y > VC, u oa Sensul variației deri- 
l y 


. dz . 5 ra En : ; š : 
vatei z > Care precizează sensul concavității curbei, poate fi determinat și cu 
4 


ajutorul derivatei de ordinul al doilea a lui z 


dz ay | 
dp a — 0 +y 
(C — 3°)? [EE 
Indicînd prin —p şi +p valorile, pentru y = —yC și y = + VC, 
ale acelei ramuri a funcției z, corespunzătoare semnului + î n (74), care se 
anulează pentru y = 0, avem tabloul de variație 
y | —VC 0 yc 
dz a? —C 
dy S E | C E Mică 
z [=r _ _î 0 Ù? P 
d?z 
a | E 


Tinînd î în sfîrşit seamă și de semnul —, în (74) și (75), rezultă că aspec- 
tul curbei meridiane este cel din figura 86. Suprafaţa sferică poartă în acest 
caz numele de suprafaţă sferică (de rotaţie) de tip eliptic. Originea este 


punct de inflexiune pentru curba neridiană, iar pentru suprafaţă este punct 
conic. 


Fie acum C. >a2. 
În acest caz, în ce priveşte valorile pe « care le poate lua y, avem 


| C — a < y? <€, 
deci y variază în intervalele TOT — a, VC] şi [—V C, — VC — aœ = aî]. 


- Indicînd prin —p și p. valorile, pentru y= —VC şiy=VC, ale acelei 
ramuri a funcţiei z, | Z, corespunzătoare semnului +, în (74), care se anulează 


pentru y = + VC — ac, obținem tabloul de variaţie 
y_|_—VC —VC — a) | VC za yc 


Fi e 0 + oo 
z| —P î 0 0 t P 
-d?z 
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Prin simetrie faţă de Oz, ceea ce revine a considera semnul — în faţa radi- 
calului, în (74), deducem că aspectul curbei meridiane este cel din figura 87. 
Punctele curbei meridiane corespunzătoare valorilor y = + VC — aè sînt 
puncte de întoarcere de prima speţă. Suprafaţa poartă în acest caz numele 
de suprafaţă sferică (de rotaţie) de tip hiperbolic.. 


Fig. 87 


Trecem acum la determinarea suprafeţelor pseudosferice de rotaţie, de 
curbură totală K = —2 » (a = const.). 
În locul ecuaţiei diferenţiale (72) avem acum ecuaţia 
aff" + u(t + pe = 0, 


de unde rezultă (ca mai sus) că ecuațiile curbei meridiane a suprafeței, din 


planul z = 0, sînt 
z= 0, z= + | |H ag, (76) 


și avem 


i APE EEE: A (77) 


Vom distinge cazurile C = 0, C < 0, C >0. 
În cazul C = 0, pentru a efectua integrala! 
z =|= 
y 
facem schimbarea de variabilă 
l y = asint. 


1 Ramura curbei meridiane, corespunzătoare semnului — înaintea radicalului, se 
obține prin simetrie față de Oy din ramura corespunzătoare semnului -+-. 
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2 = af Sfat = aff z —f sin di)» 
sin î sin î 
z= a (cost + logtg 3) . 


Curba meridiană este traciricea: 


Avem astfel 


s = 0, y = asint, z = a (cost + logtg 7) 


caracterizată de proprietatea că lungimea unei tangente oarecare, de la 
punctul de contact la punctul de întretăiere cu axa Oz (asimptota), este 
constantă (egală cu a). 

Suprafaţa are astfel ecuaţiile parametrice 


æ = asint cos Y, 


y = asint sin 9, 
z= a| cost + logtg 3] 


și poartă numele de pseudosferă (fig. 88). 

Să considerăm acum cazul C < 0. 

În acest caz, în ce privește valorile pe care le 
poate lua y, avem 


2 <a? + C. 
Trebuie deci să avem C>—a2? încît y variază 
în intervalul [—V a? +C, Va? + C]. Este de ajuns 
să facem pe y să varieze în intervalul Lo, Vaz +C]. 


Putem de asemenea lua semnul + înaintea radicalului?, în (76) şi (77). 
Calculînd și derivata de ordinul al doilea 


d2z — a2y 


Fig. 88 


PRE = > 
dy? g — cj |+ C— 


y? —C 
și indicînd prin —p și p valorile, pentru y = — Va + C şi y = Va + C, 


ale acelei ramuri a funcţiei z, corespunzătoare semnului + în (76), care se 
anulează pentru y = 0, avem tabloul de variaţie 


Yy — Vaz +C 0 ~ 
T 0 d: E +C 0 
Zz | P T T p 
: pi g 


1 v, cap. I, § 1, 5, aplicația I. 3 
a Integrala care dă pe z, în (76), este eliptică. 
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Completînd prin simetrie faţă de Oz curba meridiană, aspectul acesteia 
este cel din figura 89. Suprafaţa pseudosferică se numește, în acest caz, 
suprafaţa pseudosferică (de rotaţie) de tip eliptic. Originea este punct conic 
al suprafeţei (punct de inflexiune pentru curba meridiană). 

În sfîrșit, să considerăm cazul C >0. 

În ce privește valorile lui y, avem în acest caz 


Cs<yserc, 
deci y variază în intervalele [/C, Va? + C] şi [— Ya F C; — YC]. 


Fig. 89 Fig. 90 


Luînd, în (76) și (77), semnul + înaintea radicalului și indicînd prin 
—p şi p valorile, pentru y = —Va2$ C și y = Va? +C, ale acelei ramuri 
a funcţiei z, care se anulează pentru y= + VC, avem tabloul de variaţie 


_y |—Va2+C — yC] | yc Va +C 
sat 0 4+ s & «ale 0 
E ea eee tea lalea EE o iai E 
Z — p T 0 0 () p 
dz 

ai i ii 


Curba meridiană se prezintă ca în figura 90.. 
Suprafaţa pseudosferică poartă numele de suprafaţă pacii dostasieă (de 
rotaţie) de tip hiperbolic. 


19. Suprafeţe minimale. Suprafețele pentru care curbura medie este nulă 
se numesc suprafețe minimale. Denumirea se justifică prin aceea că, dintre 
toate suprafeţele ce trec printr- o curbă închisă C, suprafața de arie minimă 
are curbura medie nulă t. 


1 Demonstrația acestei proprietăți se ace cu ajutorul elementelor de calcul varia- 
țional. 
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Curbura medie fiind nulă, curburile principale sînt opuse: 
1 A 


— —Z——) 


Pa Pı 


în orice punct al unei suprafețe minimale. 

Prin urmare curbura total a unei suprafețe minimale este negativă’. 

Ţinînd seamă de ecuația (59), deducem că, dacă o suprafaţă este mini- 
mală, tangentele asimptotice într-un punct oarecare (neplanar) al suprafeței 
sînt perpendiculare, deci liniile asimptotice constituie o rejea ortogonală, și 
reciproc. 

În consecință, indicatoarea lui Dupin a unei suprafețe minimale este 
formată din două hiperbole echilatere conjugate: 


Dintre suprafeţele riglate, singura suprafață minimală (diferită de un 
plan) este elicoidul drept cu plan director (teorema lui Meusnier și Catalan). 


În adevăr, se constată în primul rînd că elicoidul drept cu plan director 
F = u(cosvi + sin vj) + avk, 


are curbura medie nulă?, deci este o suprafață minimală. 

Invers, să presupunem că o suprafață riglată S este minimală. 

Tangentele asimptotice într-un punct oarecare al suprafeței S fiind 
perpendiculare, cele două familii de linii asimptotice sînt ortogonale. Cum 
generatoarele suprafeței constituie una din familiile de linii asimptotice, 
înseamnă că cealaltă familie este constituită din traiectoriile ortogonale 
ale generatoarelor. 

Planul osculator într-un punct al uneia din liniile asimptotice nerec- 
tilinii fiind tangent la suprafaţă și conținînd generatoarea prin acest punct, 
rezultă că generatoarea este normală principală pentru linia asimptotică 
considerată. 

Așadar, generatoarele suprafeţei S sînt normalele principale ale tra- 
iectoriilor lor ortogonale. 

Rezultă că una oarecare din traiectoriile ortogonale este o curbă Ber- 
trand, cu o infinitate de curbe asociate: toate celelalte traiectorii ortogonale. 
Aceasta înseamnă că traiectoriile ortogonale ale generatoarelor suprafeţei 
riglate S, minimale, sînt elice circulare. 

Conchidem că suprafaţa S este generată de normalele principale ale 
unei elice circulare, deci este un elicoid drept cu plan director. 


Ne propunem acum problema determinării suprafeţelor minimale de 
rotație. 

Ecuația unei suprafețe de rotaţie —a cărei axă este Oz — fiind de 
forma 


F = u (cos vi + sinv J) + f (u) k 


dacă impunem condiția ca suprafața să fie minimală, obținem ecuația dife- 
rențială de ordinul al doilea 


PA +E’) + uf” = o. 


1 Curbura totală este însă nulă în punctele planare ale suprafeței. 
3 v. § 22, 6, aplicaţie. 
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===> 


Cum această ecuaţie se scrie 


, f 


TEE EEEN 
u ET 


deducem 
a 


l = rp’ 


u? — a? 
unde a este o constantă arbitrară, astfel încît 
f = b + a log (u + Vu? —a?), 


b fiind altă constantă arbitrară. 
Obtinem astfel ecuațiile parametrice 


æ = ucosv, y = usinv, z= b + alog(u + [u —a?), 


ale suprafețelor minimale de rotație. 

Observăm că, în a treia din ecuațiile parametrice precedente, putem 
presupune b = O, căci aceasta revine a da sistemului de axe o translație în - 
lungul axei Oz, pînă ce originea vine în punctul (0, 0, b). 

n ce priveşte constanta a, vom exclude cazul a = 0, cînd suprafaţa 
. se reduce la planul z = 0. De asemenea cazul a < 0 poate fi redus la 
cazul a > 0, prin schimbarea sensului pe axa 0z. 

Așa fiind, ecuaţiile parametrice ale suprafeţelor minimale de rotaţie 
se scriu 


æ = u cosv, y=usiny, z = a log (u + Vu? —a2), (a>0). (78) 


Pentru a obține ecuația carteziană a acestor suprafețe, observăm că 
ecuația care dă pe z se poate scrie 


= `  ——— 
et = u + u — æ. 
Izolînd radicalul şi ridicînd la pătrat, obținem 
z—u loga __z—a logu 
G 


a + e i | 


Dacă — între aceasta și primele ecuaţii (78) — eliminăm pe u și v, 
deducem ecuaţia 
z z—a loga 7—4 loga 
A | VFF = [e Pee) ) 


În sfîrşit, dînd sistemului de axe o translație în lungul axei Oz pînă 


ce originea vine în punctul (0, Ô, alog a), obținem ecuația carteziană, sub 
forma cea mai simplă 


FF aţi ri) 


a suprafeţei minimale de rotaţie în jurul axei Oz (a > 0 fiind o constantă). 
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Ecuațiile curbei meridiane, situată în planul z = 0, sînt 


Z Să 
t= 0, y = 2 (es +e a). 


Curba meridiană este un lănțişor, a cărui bază este axa Oz (fig. 91). 

Suprafaţa obținută rotind un lănțişor în jurul bazei se numește cate- . 
noid (sau aliseidă). 

Putem enunţa astfel teorema lui Meusnier: 


Singura suprafaţă minimală de rotație este 
catenoidul. 
Ținînd seamă că 
7 z zZ 
Lhept) = eh, 
2 a. 
ecuația catenoidului se mai scrie 


22 p y? = a? ch? Ž 


20. Reprezentarea sferică. Formulele lui Wein- 
garten. A treia formă fundamentală a suprafeței. 
Printr-un punct fix, de exemplu prin originea O 
a sistemului de coordonate, să ducem un vector ñĒ* egal cu yersorul ñ al 
normalei în punctul regulat M (u, v) al suprafeței S 


.F = F (u, v). 


Fig. 9% 


Fiecărui punct regulat M (u, v) îi corespunde astfel — pe sfera unitate 
S* (sfera de rază unitate) cu centrul în O — un punct M* (u, v), extremi- 
tatea vectorului A*, care se numește imaginea sferică a lui M. 

În ceea ce priveşte punctele singulare ale suprafeţei, imaginile lor sferice 
coincid cu O 

Sfera S*, sau o regiune a ei, constituită din imaginile punctelor, regu- 
late ale suprafeţei S, este reprezentată în acest mod de ecuaţia vectorială 


ñ* = ñ (u, v). 


Vectorul normal ñ = Ē* avînd modulul egal cu 1, derivatele ñu şi Fe sînt 
perpendiculare pe ñ, deri coplanare cu F, și Fy, încît avem relaţii de forma 


ñu = af, + Br, 
o = YFu + 87. 


Putem calcula coeficienții œ, B, y, 8, înmulţind scalar ambii membri 
ai fiecăreia din relațiile Prote denie cu Fu şi Fp. Ținînd, seamă de (6), obţi- 
nem relaţiile 


Xi 


E TE tu Ey + Fè = — M, 
papi, ! Fy + Gè = —N, . 


23% 


356 Geometrie diferențială *. . . ` 
II II = 


de unde rezultă 


__FM—GL __FL—EM 
ie a Le i 
FN—GM FM—EN 
r=, a. 
A A 


Deducem astfel formulele lui Weingarten 


Z = PMIZGL FL—EM 
A E 
(79) 
å FN—GM FM—EN 
l= Ta + — ENRE Fo. N 
Ținînd seamă de aceste formule, obținem ușor relația 
5 ñu X ñ, = KF, X Fos (80) 


între vectorii normali la suprafaţa S și sfera S*, în punctele corespon- 
dente M şi M*. 

În virtutea relației (80), vectorii Pu X Fo și Ay Xe sînt paraleli și 
de acelaşi sens sau de sens contrar, după cum curbura totală K este pozitivă 


sau negativăl. 
Deducem că, în reprezentarea sferică, orientarea unei regiuni a supra- 


feţei S se păstrează sau se schimbă, după cum regiunea este constituită din plutele 
eliptice sau hiperbolice. Imaginile punctelor parabolice ale suprafeței S sînt 
puncte singulare ale reprezentării. 

În cazul cînd suprafaţa S este desfășurabilă, dată printr-o ecuaţie de 


forma 
P = P (v) + uā(o), 


vectorul-unitate îi — același în lungul unei generatoare v = const. — nu 
depinde de u (paramstrul pe generatoare), ci numai de v. Rezultă că imaginea 


sferică a unei suprafeţe desfăşurabile este o curbă. 
Excludem din consideraţie, în cele ce urmează, suprafeţele desfășura- 


bile şi punctele parabolice ale suprafeţelor nedesfășurabile. 
Prima formă fundamentală a sferei S* 


dn = R du? + 22,Podudy + 7} do? 


se numeşte a treia formă fundamentală a suprafeţei S. 


. z í du . a . .. . . 
t Dacă raportul pm variază în acelaşi sens, vectorii directori 
: j i i 


dF = Fu du + Fy dv, di = ñu, du + ñy dv 


a două tangente corespondente (la S şi S* în punctele corespondente: M şi M*) se rotesc 
amindoi în acelaşi sens sau unul într-un sens, iar celălalt în sens contrar, după cum 


curbura K este pozitivă sau negativă. 
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Punînd l 
e = Ħu f = Ruo g = i, 
a treia formă fundamentală se scrie 
di? = edu? + 2fdudy + gdy?. 


21. Relaţia lui Beltrami-Enneper. Formula lui Enneper. Este clar, în 
virtutea formulelor lui Weingarten, că a treia formă fundamentală nu este 
independentă de primele două forme fundamentale. 

Pentru a găsi relaţia care leagă cele trei forme fundamentale pe care 
le vom indica prin Z, I şi II, respectiv, avem în vedere invarianţa acestor 
forme faţă de transformările de coordonate curbilinii pe suprafaţă. l 

Să presupunem că, în urma unei transformări de coordonate curbilinii, 
curbele coordonate ale suprafeței sînt liniile de curbură. În acest caz avem 
F = M = Q0 și deci formele I și II se scriu 


I = E d + G dè, 


81 
II = L d? + N dx. (81) 
În ce priveşte formulele lui Weingarten (79), acestea devin 
nm =—Erm m=—ÑF 
u E u vw G v? 
de unde obținem 
L? N? 
e= pihen 
încît forma III se scrie 
II = È du + © de, (82) 
E G 
Eliminînd pe du? și dv? între relaţiile (81) și (82), rezultă relația 
I EG | 
II LhN|_ 0 
me 
E G 


Dacă dezvoltăm determinantul din primul membru, suprimăm fac- 
torul? EN — GL şi ţinem seamă de formulele (65) și (66), care dau curbura 
totală și medie, obţinem relaţia lui Beltrami-Enneper?. 


K-1—2H-11 +I =0. (83) 


1 Invarianţa formei JJI este o consecinţă a faptului că IZI este prima formă fun- 
damentală a sferei S* 
3 Presupunem EN — GL =£0, ceea ce înseamnă că excludem din consideraţie 
` punctele ombilicale ale suprafeţei. 
ntr-un punct ombilical se găseşte că dependenţa între cele trei forme funda- 
mentale se exprimă prin relaţiile 


II =VK-I, HI = KSl. 


Pi 
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O ———=—= 


Această relaţie are caracter invariant în raport cu transformările de 
coordonate curbilinii pe suprafaţă și transformările de coordonate carte- 
ziene ale spaţiuluil. 

Presupunînd suprafaţa raportată la un sistem oarecare de coordonate 
curbilinii şi ţinînd seamă că — în raport cu du și dv — (83) este o identitate, 
deducem relaţiile 


e=2HL — KE, 

f = 2 HM — KF, | (84) 
g=2HN — KG, 
dintre coeficienţii celor trei forme fundamentale. 


. Ca o aplicaţie a relaţiei lui Beltrami-Enneper, vom demonstra o formulă 
simplă, care exprimă torsiunea unei asimptotice cu ajutorul curburii totale 
a suprafeţei. Evident, ne vom referi la o suprafaţă (sau o porțiune a supra- 
feţei) constituită din puncte hiperbolice, ceea ce înseamnă că, în fiecare 
punct al suprafeţei (sau porțiunii suprafeţei), K < 0. 

Dacă diferenţialele du, dv sînt calculate într-un punct M (u,v) al supra- 
feței, în lungul uneia din liniile asimptotice prin M, avem 


II = 0, 
încît relația (83) devine în acest caz 
III + K-1=0. (85) 


Aici I reprezintă pătratul elementului de arc al liniei asimptotice. 

Pe de altă parte, planul osculator al liniei asimptotice fiind tangent 
la suprafaţă, direcţia binormalei în M coincide cu direcţia normalei la 
suprafaţă. 

Prin urmare 


p = eñ, (e = + 1), 


astfel încît — din a treia formulă a lui Frenet (aplicată liniei asimptotice) — 
deducem ; 


dñ? 1 
d? T T? 
àdică 
II i i 
Comparind relaţiile (85) și (86), deducem formula lui Enneper 
1 
m7 K. (87) 


1 Deoarece cele trei forme fundamentale, precum şi curbura totală şi curbura medie, 
sint invariante faţă de aceste transformări. 


Proprietăţi rigide ale suprafețelor l 359 


Să presupunem acum că suprafața este neriglată. Din (87) deducem 


4 ELDE 
T T + V—XK, 


a e o PY] 1 . 1 . . . .. . 
ceea ce înseamnă că, dacă Ar sînt torsiunile în M ale liniilor asimp- 
i = 1 3 

totice prin M, avem 


1 —; 1 —> 
de unde 
1 omm 
Tı Ta i 


Așadar, într-un punct hiperbolic al unei suprafețe neriglate, torsiunile 
liniilor asimptotice prin acest punct sînt opuse, produsul lor fiind egal cu 
valoarea curburii totale a suprafeței în acest punct. 

22. Teorema lui Gauss. Reprezentarea sferică a unei suprafeţe conduce 
la o remarcabilă teoremă a lui Gauss, relativă la curbura totală. 

Fie Mo(uo,9) un punct regulat al suprafeţei S, și 2 o porţiune 
regulată a suprafeţei, căreia-i aparţine Mo, constituită numai din puncte 
eliptice sau numai din puncte hiperbolice. Cînd punctul curent M (u, v) 
descrie porţiunea ®©, imaginea sferică M* a lui M descrie o anumită por- 
ţiune Z* a sferei unitate S*, imaginea sferică a porțiunii X. În virtutea 


relaţiei (75), vectorul normal X, la dă este diferit de zero în toate 
punctele porțiunii Z*. 


Aria o a porțiunii È este dată de rua (19) ap V}, 
= i VEG — F" dudv, 
D 


D fiind domeniul — din planul variabilelor u, v — în care variază u, v 
cînd punctul curent M al suprafeței S descrie porțiunea È. 
Cum apoi din relația (80) deducem 


[By X 7| = IK | Fy X Fl, 
adică 


Veg — P = KI-VEG— F°’, 
rezultă că aria o* a poțiunii X* este dată de formula 
gt = |, Veg — fidu dv = i IK|-V EG — F’dudv. 
i D J 
În virtutea formulei mediei unei integrale duble, deducem 


a $$, VEG = F? dudv, 


unde K, este valoarea curburii totale într-un anumit punct M, (u1, 1.) al 
porțiunii X. 


1 § 18, 5. 
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„Prin urmare 


= 
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o* SR 
— =] 
c 


Dacă porţiunea © tinde către punctul Mọ, porțiunea Z* tinde către 
imaginea Me a lui Mọ ariile o şi o* tind către zero, M, tinde către Mo, 
iar | K,| tinde către | Kol, Kọ fiind valoarea curburii totale în Mọ. 


Obţinem astfel relaţia 
i „0% 
Z-Mo S 
Putem deci enunţa teorema lui Gauss: 


Valoarea absolută a curburii totale, într-un 
punct regulat Mo al unei suprafeţe S, este egală 
cu limita raportului dintre aria imaginii sferice a. 


„unei porțiuni © a suprafeţei, care conține 


punctul Mg, şi aria porțiunii ©, cînd È tinde 
către Mo. 

„23. Curbura totală a unui triunghi geodezic. 
Pe suprafaţa S, într-o porţiune regulată a ei, 


să considerăm un triunghi geodezic ABC, format din arce de geodezice, astfel 
încît fasciculul de geodezice cu centrul în unul din vîrfuri este regulat. 
Se numește curbură totală a triunghiului geodezic ABC integrala 


Q = N K do = (| KVEG=TF: du do, 


extinsă la interiorul triunghiului. 

Presupunînd că fasciculul de geodezice cu vîrful în A este regulat, să 
raportăm suprafaţa la un sistem de coordonate peodezice polare! pentru 
care geodezicele prin A și traiectoriile ortogonale ale acestor geodezice sînt 
respectiv curbele v = const. și u = const., curba iniţială v = 0 și curba 
v = A fiind respectiv geodezicele AB și AC (fig. 92). Convenim de aseme- 
nea ca geodezicele v = const. să fie orientate pozitiv dinspre A spre latura BC. 

n consecinţă, metrica suprafeţei are forma geodezică 


ds? = du? + G du?, 


G verificînd relaţiile (41) (Cap. V}? 


(VG)u=0 T 0, ua A 1, 


u=0 


iar curbura totală K fiind dată de formula (70”) 


Pr E E 


setei Alle AIE 
K = yg Vu: 


1 În ce priveşte definiţia unui sistem de coordonate geodezice polare, a se vedea 


$19, 11. 
2 619, 41. 
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Cum E =1, F=0, deducem 
Q = =N (V) du d. 
Însumînd în primul rînd elementele corespunzătoare unei geodezice 


oarecare Vv, avem 


u 


a = —f dv | VO) u du =f do —$ Duo = A —$ (VC) dv. 


Pentru a calcula ultima integrală, unde u este o anumită funcţie de v, 
dedusă din ecuația geodezicei BC, vom face o schimbare de variabilă, noua 
variabilă fiind unghiul 6 al geodezicei v cu geodezica BC, orientată pozitiv 
în sensul lui v crescător (de la B la C). Acest unghi este dat de formula 

du. 
=> 3 
Vă + G dei 
diferenţialele du, dv fiind calculate în lungul geodezicei BC. 
Deducem 


cos20 (1 + Gv2)=1. 
De aici, diferenţiind și ţinînd seamă de formula 


sin 6 = AR cn RER L-A 48 
Vi FPGdi  VI—Gvi 


cos 0 = 


obţinem relaţia 
— 2 VG (1 + Go?) dð + (Guv' + G, v"? + 2 Gv”) du = 0. 
În virtutea ecuației diferențiale 
2 Gu” + GG,v" + Gv? + 2 Guv' = 0 
a geodezicelor suprafeței S, relația precedentă se scrie 


2VGd0 + G,dv = 0, 


sau 
dð = — (VG )u dv 
Deducem 
A c 
SVC) =— f d =r—B— C. 


În definitiv obținem formula i l | 
Q=A+B+C—nr. | (88) 
Putem deci enunţa următoarea teoremă a lui Gauss: 


Curbura totală a unui triunghi geodezic este egală cu diferenţa dintre suma 
unghiurilor triunghiului şi două unghiuri drepte. 
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În cazul cînd curbura totală K este constantă, avem 
Q = || K de = K || do = KĒ, 


2 fiind aria triunghiului geodezic ABC, încît formula (88) se scrie în 
acest caz 


KZ = A + B + C—r. (89) 


Prin urmare, suma unghiurilor unui triunghi geodezic al unei suprafeţe 
cu curbură constantă este mai mare decît două unghiuri drepte, ma. mică 
decit două unghiuri drepte sau egală cu două unghiuri drepte, după cum supra- 
faţa este sferică, pseudosferică sau desfăşurabilă. 


§ 25. Metoda triedrului mobil 


24. Triedrul lui Darbouz-Ribaucour. Calculul curburii geodezice. Tor- 
siune geodezică. Pe suprafaţa S 


F =F (u, v) 
să considerăm o curbă C, dată prin ecuațiile 
u = u(s), v = v(s) 


şi fie M (u, v) punctul curent (regulat) al curbei. 

Triedrul format de tangenta în M la C, normala tangenţială (normala 
în M la curbă, situată în planul tangent la suprafață) și normala la supra- 
față se numește triedrul lui Darboux- Ribaucour al curbei C în M (fig. 93). 
Normala tangențială se orientează astfel încît 
triedrul lui Darboux-Ribaucour să fie direct. 
Aceasta înseamnă că, dacă 7, £, A sînt versorii 
tangentei, normalei tangenţiale și normalei 
la suprafaţă, avem relaţiile 


T=8 Xñ, P=AXT, Ā=F7XB. 


„ Triedrul lui Darboux-Ribaucour ne per- 

mite —cum vom vedea —să calculăm curbura 

Fig. 93 geodezică, despre care vom constata că apar- 

ține geometriei intrinseci a suprafeţei, și să 

introducem un nou invariant, torsiunea geodezică (sau torsiunea relativă), în 

legătură cu care se pot face unele consideraţii asemănătoare cu cele relative 

la curbura normală. În acest scop vom stabili în prealabil un grup de 

formule, relative la versorii muchiilor triedrului lui Darboux-Ribaucour, 
analoage cu formulele lui Frenet. 

Fie, ca de obicei, v și B versorii normalei principale și binormalei în M 

la curba C, şi 0 unghiul normalei principale cu normala la suprafaţă. 


Vectorii î, V, B fiind coplanari, iar componentele lui n după Y şi B fiind 


respectiv cos 0 şi cos [e =) = sin 0, avem 


ñ = y cos + fsin0 (90) 
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Deducem 
Ē =ñ X 7= (ï cos0 + B sinb) X 7 = X Zcos0 +p x sinô, 
deci 
| 2 = Y sin 0 — B cos 0 (91) 
- Rezolvînd în raport cu i şi B formulele (90) și (91), obţinem 


= gsin0 + ñcosôð, 
92 
B = — geosB + Asinð. (92) 


În virtutea primei formule (92), din prima formulă a lui Frenet deducem 


d R R R 


Derivînd apoi în raport cu s formula (91) și ținînd seamă de a doua și 
a treia formulă a lui Frenet, precum și de (90), avem 


az sin 6 +y cos $ — E cos6 + B sin 02 = 
= — ez 4 (E+ Fh cost + P sin) = — ma + + [2 +7)® 
De asemenea, din (90) obținem, țpinînd seamă i (91), 
dn A os — 3 sinp Esing + B cos02 — 
ke y sin0 =+ „-sin6 + B cos6--= 
m 10 de 4 = cos 6 = dð 1). 
= 93 — F +7) í (9 sin0 | B cos) = — T (+a): 
Avea Cati formulele 
d? og cest a 
rF Aa 
dg ___ = = = 
de PE í +a)? 
di ___ up = __ [d8 st 
de RO pu 7) 
cos 6 1 ., 1 sin 0 
în care apar curbura normală = — , curbura geodezică — = ——:» 
Pr Pg R 


. . dð 1 i . -y 
precum și cantitatea L +7’ care poartă numele de torsiune geodezică 
sau relativă. Indicînd prin A torsiunea geodezică, avem prin urmare 


Dona | (93) 


4 .. e A . 
F fiind torsiunea în M a curbei C. 
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li 


Așa fiind, formulele precedente se scriu 


ds Pg Pn 

dg 12,1, 

— = — — T —n 

mi h (94) 
dñ 4: 1 

— = — —T— >Ë 

ds Pn Tg 


Aceste formule constituie, pentru triedrul lui Darboux-Ribaucour, un 
grup de formule în totul analoage cu formulele lui Frenet. 
Înmulţind scalar ambii membri ai primei formule (94) cu #, deducem 


1 SEA 22 
— 
Po 
deci 
i = (n x ai x 47) 2 = (n zi Aa , (95) 
g 
Cum ecuația | 
| ET ad) 
ds d3? 


echivalentă cu ecuaţia 
(A ar dp) = 0, 


reprezintă liniile geodezice ale suprafeţei, regăsim propoziţia: 


Liniile geodezice ale unei suprafeţe sînt curbele în lungul cărora curbura 
geodezică este nulă. 


Pentru a continua calculul curburii geodezice, ținem seamă că, în 
virtutea formulelor (35) și (36) (Cap. V)! 


N xX F, = EP, — Ffy NÑ X F, = FF, — Gr 


avem, indicînd prin accente derivatele lui u și v în raport cu s, 


axă Z= X Pau! + Ñ X Fv’) = £ [(EF, — Fr) u’ + (Fro — GF) 0'] 


1 
yal 
sau 


ñ X 


i 


= eu + Fo’) Fy p —(Fu' + Go’) A) (96) 


1 § 19, 10. 
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-'Ținînd apoi seamă că- iai 4 2 
p = Fiut? H Pt D A Pact? Pau” HR : 
din (95) R ai geau 
È jy (Eu + Fo’) Py — (Fut + Gu’) P] (Pag? + Paio A Paso? H 
FFU” + Py” ). 


„__ Efectuînd înmulţirea din membrul al doilea! și ținînd seamă de e 
siile vectoriale ale coeficienţilor E, F, G și de formulele (37) (Cap. V)?, obţi- 
nem în definitiv formula 


= 73 


ee 
i 


Eu' + Fy' — z Buw? + Eyu'v' + (Fe Taaje y’? 
[97 


3 —râtu Gita ua 
Fu'+ Go' e. — Eau + Gu +i 60" 


care exprimă curbura geodezică cu ajutorul cale primei E fun- 
damentale și derivatelor lor parțiale de primul și al doilea ordin, precuin 
și cu derivatele de primul și al doilea ordin ale funcțiilor u(s), v (s). 
Prin urmare curbura geodezică aparține geometriei intrinseci asupra feței. 
În cazul cînd curba C este dată printr-o ecuație de forma 


v = v (u); 
plecînd de la (95) și indicînd prin accente derivatele lui v în raport cu u, 
obținem pe aceeași cale? formula | 
„are tor o fi 
F | gi, 


, |E +v 3 Eu + Ew HiP iC) 


Zi F + Gv (Fu — 3 Eo) + Gw’ +E Gw" 3 


de unde rezultă ecuaţia liniilor geodezice dată în capitolul, V. 


Vom calcula acum torsiunea geodezică. Pentru aceasta, înmulțim sca- 
lar ambii membri ai celei de-a treia formule (94) cu #. Obţinem. 


ceea ce pape scrie încă, ţinînd seamă de (96), 


Ta Tr gp [Edu + Fv) P, — (Fdu + Gav) Pu]: (Bu du + Adi). 
Tg 


1 TO ai îl înmulţim întîi cu ultimii doi termeni ai celui de-al doilea factor. 

2 $ 19, 

3 Calea REA pentru stabilirea formulei (97) este analoagă cu calea urmată în 
“capitolul V, § 19, pentru obținerea ecuației liniilor geodezice. 
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P înmulțirea și ţinînd seamă de formulele (6), obținem formula 


Bac Z [(Edu + Fdv) (Mdu + e —-(Pdu + Gdv) (Ldu + Mdv)], 
Tg 
care se mai scrie 
Edu + Fdv Fdu + Gdv i 
VA _ |Lădu+ Mdv Mdu + Ndr N (99) 
To Edu? + 2Fdudv + Gdi? 
sau încă 
oro Vă _ _ (EM — FL) du? + (EN — GL) dudv + (FN — GM) dè 
Tg ` Edu? + 2Fdudv + Gdi? 


Vedem, din (100) că torsiunea geodezică depinde de direcția tangentei 
în M la curba C şi deci pentru toate curbele de pe suprafaţă, tangente într-un 
punct, torsiunea geodezică are aceeaşi valoare. 

Comparînd formula (100) cu ecuaţia (42) — sau (43) —a liniilor de: 
curbură ale suprafeței, deducem propoziţia: 


Liniile de curbură ale unei suprafeţe sînt curbele în lungul cărora tor- 
siunea geodezică este nulăl. 

Pe de altă parte; din formula (93) deducem, în cazul cînd curba C este 
linie de curbură. 


(100) 


de unde 


Aceasta înseamnă, potrivit teoriei evolutelor curbelor în spaţiu?, că 
normalele la suprafaţă, în lungul unei linii de curbură, admit înfășurătoare, 
deci generează o suprafaţă desfăşurabilă. 

` Am regăsit astfel, pe altă cale, proprietatea cunoscută? a liniilor de 
curbură. 

in cazul cînd curba C este linie asimptotică, planul osculator este tangent 
la suprafață, deci normala principală coincide cu normala tangenţială. 


1 Se poate încă raționa astfel: 
Formula lui Rodrigues se mai scrie ` 
iVe dF dñ 
— + p— 
, ds ds 
Ținînd seamă de a treia formulă (94), unde schimbăm notația curburii normale, 


= 0. 


punînd Z în loc de L deducem 


AO) n 


D 


ds ds 
de unde rezultă teorema, din text. | l 
2 v. cap. III; Ş:14, 16. dn A 
> $ 23, 11. ter. xi ` 


dì _ 1. 1. i 
Cn a fa 
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Orientînd linia asimptotică astfel încît triedrul TVA să fie direct, înseamnă 
că triedrul lui Frenet coincide cu triedrul lui Darboux-Ribaucour, deci 


T . s 3 á m ERU . 
0 ca Din formulele care definesc torsiunea. geodezică și curbura geo- 


dezică, deducem 
1 1 1 
> Tg T Pg R 
Aşadar, torsiunea geodezică şi curbura geodezică într-un punct al unei 
linii asimptotice sînt egale respectiv cu torsiunea şi curbura liniei asimptotice. 


Fie S și S* două suprafețe care au curba C comună. Indicînd prin 6 
şi 0* unghiurile normalei principale în punctul curent M al curbei C cu 


normalele în M la S şi S* şi prin 2 şi 1 ţorsiunile geodezice ale curbei C 
T T? 
í : PARE” „8 
“relative la S și S*, în virtutea formulei: (93) avem 


^ — — = f (0 — 0%). 101 
| e z - 0”) (101) 
Cum 0 — 0* este unghiul normalelor în M la S și S*, deducem, în primul 
rînd, propoziția: 


| Pentru ca două suprafeţe să se taie sub un unghi constant, este necesar şi 
suficient. ca iorsiunile geodezice ale curbei de intersecţie, relative la cele două 
suprafeţe, să fie egale. : 


Rezultă apoi, în virtutea formulei (101), că, dacă C este linie da curbură 
pentru ambele suprafeţe S şi S*, avem 0 — 0* = const., iar dacă 0 — 0* = 
= const. şi C este linie de curbură pentru una din suprafețe, C este linia de 
curbură şi pentru cealaltă. Am regăsit astfel teorema lui Joachimstahl, de- 
monstrată anterior, utilizînd teorema lui Monge Şi proprietăţile evolutelor 
curbelor în spaţiu. 


25. Formula lui Bonnet. Pentru torsiunea geodezică se poate stabili o 
formulă analoagă cu formula lui Euler relativă la curbura normală. În acest 
scop, avem în vedere faptul că torsiunea geodezică este invariantă faţă de, 
transformările de coordonate curbilinii pe suprafaţă şi de coordonate ortogonale, 
ale spaţiului. 

Putem deci presupune, ca și în demonstraţia dată formulei lui Euler, 
că suprafaţa este raportată la liniile de curbură drept curbe coordonate: 
În acest caz avem F = M = 0, încît formula (100) devine 


VEG = (EN — GL) Cia 


T 
ir N a dud N ai 
4 E u dv 
-= (76 Tee) œ = (5 Liri Li dal 


1 Invarianţa torsiunii geodezice rezultă uşor din formula 
4 ' dñ 
— = (= x a) 4 — >» 
a Tg. ds 
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piata Însă! , 


| Ve = cos g, /6 = sing, 


unde ọ este unghiul tangentei în M la curba C cu tangenta în M la linia de 
curbură v = const, prin M, iar 


BARE rgs 


L_ 14 N 1 
— =; — =) 
ta E P1 G Pa 
i şi AL fiind curburile principale în M, corespunzătoare liniilor de curbură 
Pii -: 03 


v= const. şi u = const. prin M. 
Obţinem astfel — din (102) — formula lui Bonnet 


` 
yi 


1 1 1 an 
>= (Z — — | cos ọ sin e. (103) 
Tg Ps P e e 
.. Această formulă, care se mai poate scrie 
1 11 1) 
VREI 5 — +] sin2ọ, | (103) 
Tg 2lp2 Pi l | 


permite studiul variaţiei torsiunii geodezice într-un punct M, cînd tangenta 
corespunzătoare se rotește în jurul lui M. Valorile extreme (maximă și 
minimă) ale torsiunii geodezice, care se numesc torsiuni principale, cores- 


pund valorilor Ž T ȘI i ale unghiului o. 


Indicînd prin £ și A. torsiunile principale, deducem din (103°) 
Tı 2 


(2-2) = —7[0-2). (104) 
Ti 2 | Pe Pı Ta 2 pe f1 


Așadar, torsiunile principale sînt opuse şi corespund bisectoarelor unghiu- 
“rilor formate de tangentele principale. 

Numind linie de torsiune o curbă în punctul curent al căreia valoarea 
torsiunii geodezice este egală cu una din torsiunile principale, rezultă că 
putem enunţa propoziţia: 


Liniile de torsiune formează o rețea ortogonală care bisectează rețeaua 
liniilor de curbură. 


Dacă punem 
& = VIr] cos9, 1) = UEA sin Ọ, 


din formula (103) obținem ecuaţia indicatoarei torsiunilor geodezice 


[2-2 ine 1, (105) 


analoagă cu indicatoarea lui Dupin a curburilor normale. 


1 v, demonstraţia dată formulei lui Euler, § 23,14. 
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Indicatoarea torsiunilor geodezice, formată din două hiperbole echila- 
“tere conjugate, constituie o reprezentare grafică a variaţiei torsiunii geo- 
dezicel. sii 

„AA iu A ao, A : 

Fie —— torsiunile geodezice relative la două tangente perpendiculare: 

óo TRTE | | E 

În virtutea formulei lui Bonnet, avem 


1 1 17/1 tifen x 
— +4 = = — [sin 20 + sin 2 (e +2)]= 0. 
Tg sg : 2\p Pr 2 
Așadar, suma torsiunilor geodezice relative la două tangente perpendi- 
culare- este egală cu zero. sa | 


= 2, Sisteme triplu ortogonale. Teorema lui Dupin. Să presupunem că, 
într-o regiune R a spaţiului, sînt date trei familii de suprafeţe, fiecare fami- 
lie depinzînd de un parametru, astfel că, printr-un punct al regiunii R, trece 
o singură suprafaţă din fiecare familie şi două suprafeţe oarecare (aparținînd 
la familii diferite) se taie ortogonal. Spunem că cele trei familii constituie 
un sistem triplu ortogonal. Fie S$,, Sə, Sa.suprafeţele sistemului care trec 
prin punctul curent M al regiunii R şi C, curba după care se taie Sa și Ss, Ca 
curba după care se taie S și S,, iar Ca curba după care se taie S, și S;. 

În virtutea definiţiei sistemului triplu ortogonal, Sa și Sa se taie orto- 
gonal în lungul curbei C, şi asemănător Ss, Sı și Sı, Se se taie ortogonal 
în lungul curbelor C, și C3, respectiv, încît tangentele în M la C1, Ca, C3 
formează un triedru triortogonal. Înseamnă că C, are aceeași torsiune geo- 
dezică în raport cu ambele suprafețe? Sa şi Ss şi lucrurile se petrec asemănător 
în ceea ce priveşte curbele Ca, Cs. l 


Fie, A; ÎL torsiunile geodezice ale curbelor C3, C2, Ca în M. 


Tel Tea Teg 


1 Punînd pentru prescurtare 
EM — FL = X, EN —GL = 2Y, FN — GM = 2, 
formula (100) se serie 


VA _ Xdu? + 2Ydudv + Zd? 
tg Edu? + 2Fdudv + Gdi? 


Întocmai ca în teoria curburii normale, se deduce că torsiunile principale şi tan- 
gentele la liniile de torsiune într-un punct, sînt date de ecuaţiile 


Ecuația diferenţială a liniilor de torsiune, care bisectează reţeaua liniilor de curbură, 
este deci 


Xdu + Ydv _Ydu + Zdv 
Edu + Fdv Fdu + Gde 


Dacă suprafaţa este raportată la liniile de torsiune drept curbe coordonate, avem. 
F = 0, Y = 0. n 


` 22 
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În virtutea unei propoziții stabilite anterior, avem 
1 1 


itt sori =0, t0 - 
T TE2 Tez ea “a Ta 
iar de aici deducem i 
1 1 1 0 
„e. = — = — — ? E 
Tg, Tga T83 ` 


ceea ce înseamnă că C, este linie de curbură pentru Sa ṣi Sa, Ca pentru Sg 
și Sı, iar Ca pentru Sı și Se. 
Putem deci enunţa teorema lui Dupin: 


Curbele după care se taie suprafeţele unui sistem triplu ortogonal sînt linii 
de curbură pentru aceste suprafeţe. 


Un exemplu de sistem triplu ortogonal este cel constituit din familia 
de suprafeţe 


_F* = F(u, v) + CR (u, v), (C = const.), 


paralele cu suprafața S 
= ř (u, v), 


şi din cele două familii de desfășurabile generate de normalele la S în lungul 
liniilor de curbură ale acestei suprafețe. 

Aplicînd acestui sistem triplu ortogonal o inversiune, obținem (în vir 
tutea faptului că inversiunea păstrează unghiurile) tot un sistem triplu orto- 
gonal, curbele după care se taie suprafețele acestui sistem (corespondentele 
în inversiune ale curbelor după care se taie suprafețele primului sistem} 
fiind, în virtutea teoremei lui Dupin, linii de curbură. 


Aşadar: 


Dacă se aplică o inversiune unei suprafeţe S, liniile de curbură ale supra- 
feţei transformate S* sînt transformatele liniilor de curbură ale suprafeţe: 5- 


Altfel spus: 
Printr-o inversiune, liniile de curbură se păstrează. ` > 


$ 26. Problema formelor. 


27. Formulele lui Gauss. Proprietăţile unei suprafeţe, de care ne-am 
ocupat în acest capitôl și în cel precedent, depind dë două forme diferen- 
țiale pătratice, prima și a doua formă fundamentală 'â suprafeţei. i 

Este deci natural să :ne întrebăm în ce măsură două forme diferenţiale 
pătratice determină o suprafaţă. Această problemă — problema formelor 
sau problema lui Bonnet—este analoagă cu problema determinării unei curbe 
prin ecuaţiile ei intrinseci. - RR i na 

Vom stabili în prealabil un grup de formule care exprimă diva 
de ordinul al doilea ale vectorului de poziţie F al punctului curent (regulat) M 
al unei suprafeţe S 

F = F(u, v), 


cu ajutorul derivatelor de primul ordin F,, Fẹ, și versorului normalei ñ. 
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Un vector în spaţiu putînd fi descompus după direcțiile a trei vectori 
necoplanari dați, înseamnă că Fuus Fuvs Fov au expresii de forma 
Pyu = Gify + bio + Gñ, 
Puv = QoFu a baFu + cñ, (106) 
Foo = ash, + do iii 


unde a;, b., c (i = 1, 2, 3) sînt scalari pe care urmează să-i determinam: 
nmulţind scalar cu îi ambii membri ai fiecăreia din relațiile (106) şi 
ginînd seamă de formulele (6) (Cap. V):, obţinem 


& = L, ce = M, & = N. a (107) 
De asemenea, dacă înmulţim scalar ambii membri ai fiecărei relaţii (106) 


cu Ñ XF, și NXP, şi ţinem seamă de relația 
(Ñ 7,7.) == A 


şi de faptul că Ñ XF, este perpendicular pe F, și îi, iar NATA pe Pa Și ñ, 
obținem relațiile | | 


Eer 1 „x 
aa = — (Naa), bi =T (N Aa Pau) win 
4 Moa 1,5 
do = A (N Fou), ba ZA (N Fa Fur)» 
1 Ñ l l 1--Np 
aliati PF), ban PF): 


Produsele mixte din aceste relaţii se exprimă, potrivit formulelor (38) 
(Cap. V), cu ajutorul coeficienţilor E, F, G şi derivatelor lor parţiale de 
primul ordin, încît obținem 


a, = = [GE, —F (2F, — E), ee Z [E(2F, — E) — FE,), 
a, = i (GE, — FG,), ba = 2 (EG, — FE,), (108) 
ag = Z [G(2F, — 6,) — FG), b, = Z [EG, — FOF, —G,)]. 

1 § 48, 1. 


2 $ 19, 10. 


24r 


372 


Geometrie diferenţială 


Avem astfel formulele lui Gauss 


unde coeficienţii a, b; sint daţi de relaţiile (108)1. 


Fuu => CSUN + bif, + Lă, 
Puv = af, + baf, + Mñ, 
Poo = azu + bafo + NA, 


(109) 


Amintim apoi că anterior am stabilit formulele lui Weingarten 2 


Ru = afu + BF, 
Ro = YFu + ÈP, 


unde scalarii «, B, y, 8 au expresiile 


% = 


daune ~, 


FM — GL 
A 
FN — GM 


, B = A 


ò = 
A A 


FL — EM 


(110) 


>. 


FM — EN 


Vom utiliza de asemenea, în cele ce urmează, ecuaţia lui Gauss? 


LN — M? 


1 
Ta > (2F uv B Ev zac Guu) 


+ Š [E (G? + E.G, — 2G,F,) + 


T F (E,G, Ba E.G, — 2F Gu — 2F,E, + 4F,F,) F G(E? + E.G, E 2E,F.)l> 


(144) 


care exprimă discriminantul celei de-a doua forme fundamentale cu aju- 
torul coeficienţilor primei forme fundamentale și derivatelor lor parțiale 
de primul și al doilea ordin. 


1 Scalarii a, b; sînt simbolii lui Christoffel de speța a doua (a se vedea nota din josul 


paginii 266): 


a= || 


1 = 


încît formulele lui Gauss se mai scriu 


2 § 24, 20. 
3 ï 24, 17. 


2 Pe 1 hoz 2 
11 12| * he 
1 2 
Fuu = F. r Lā 
uu 411 eF v t [] 
Fus = ; Fu + Po + MA 
ut 12 u v Lă 
1 2 zi 
ro = jet, aro + a 


a =] 


1 
2 92|! 


= 
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. 28. Ecuațiile lui Codazzi. În virtutea relațiilor 
Fuuv = Puvun Fuvo = Foo uy = Fu (142) 


care exprimă că ordinea de derivare este indiferentă!, obținem un grup- 
de nouă relații între coeficienții celor două forme fundamentale. În adevăr,. 
în virtutea primelor două formule (109), prima relație (142) se scrie 


(@i)fu + (bi) H Li + auo F bio + Lă, = 
| = (a2)uFu “fe (balao T Mii F QF uu P baFuv T MR. 

Dacă aici înlocuim pe Fusu; Fuvs Foys Bus Po, prin expresiile lor date- 
de (109) și (110), şi trecem toţi termenii în primul membru, obţinem o rela-- 
ţie liniară în Fu, F, şi A. i 

Cum vectorii 7, Fo sînt liniar independenţi (fiind consideraţi într-un; 
punct regulat al suprafeţei), coeficienţii acestor vectori — în relaţia ce se- 
-obține — trebuie să fie toţi nuli. Rezultă în acest mod relaţiile 

(81), — (a2)u + ash, — azb + yL — «M = 0, 
(b1), — (bz)u + @1b2 — azb, + bibs — bi + SL — BM = 0, 
(a, — ba) M — aL + bi N + L, — M, = 0. 

În mod asemănător, ultimele relații (112) conduce la alte șase relaţii: 
între coeficienții celor două forme fundamentale. | 

Se constată însă că una din cele nouă relaţii care se obţin în acest mod 
este verificată identic?, patru se reduc la ecuaţia (111) a lui Gaussă, iar: 
două din ele sînt combinaţii liniare ale celorlalte două independente. 

În definitiv, cele nouă relaţii se reduc la următoarele două relații: 
independente | 

(a, — ba) M — aL + bN + L, — M, = 0, 
(az (aaga ba) M -> a3L + ba N + M, —— N == 0. 


Aceste relații între coeficienții celor două forme fundamentale poartă. 
numele de ecuațiile lui Codazzi. i 

Dacă ţinem seama de expresiile (108) ale coeficienţilor a, b;(i = 
= 1,2, 3), ecuaţiile lui Codazzi se pot aduce la forma - 


EE,L 

2A (L, — M,) — (EN — 2FM + GL) (E, — F,) + |F F, M|=0, 
GG, N 
E E,L 

2A (M, — N,) — (EN — 2FM + GL) (F, —G,) +|F F, M |=0. 
| GG, N 


(143). 


(4137), 


1 Acest fapt are cu siguranţă loc în condiţiile de continuitate şi derivabilitate pe- 
care le admitem, ca de obicei. 

2 Aceea care se obţine anulînd coeficientul lui î în a treia relaţie (112). 

3 Acelea care se obţin anulînd coeficienţii vectorilor Fu, 7, în primele două: 
relaţii (112). 
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29. Teorema lui Bonnet. Formulele lui Gauss și ale lui Weingarten, 
împreună cu ecuaţia lui Gauss și ecuaţiile lui Codazzi, permit să se obţină 
răspunsul la problema pe care ne-am propus-o. Acest răspuns este dat de 
teorema lui Bonnet: 


Dacă sint date două forme pătratice l 
E du? + 2Fdudv + G dv?, (114) 
Ldu? + 2Mdudv + Nav, (115) 
prima fiind pozitiv definită, ai căror coeficienți verifică (identic) ecuaţia lui 
-Gauss şi ecuaţiile lui Codazzi, există, abstracţie făcînd de transformări ortogo- 


nale, o singură suprafaţă pentru care formele date sînt respectiv prima şi a doua 
formă fundamentală, 


Vom stabili în prealabil lema: 


Dacă două suprafeţe S şi S* — raportate la aceleaşi coordonate curbilinii 
— sînt simetrice faţă de un plan i, primele două forme fundamentale I, II 
şi I*, II* ale celor două suprafețe, în puncte corespondente! (curente) M şi 
M* şi relative la tangente corespondente, verifică relaţiile 


' I* =I, II = ell, 


unde se = +1 sau —1, după cum orientările celor două siralar se corespund 
2 
sau nuè. 


Demonstrația este simplă. Putem presupunem că x este planul yOz, 
deci că suprafețele s sînt da.: prin ecuațiile 


(5) z = (ud) -y = y(u, v), z = z(u,v), 
(S*) z* = — (u, v), y* = y(u, v), z* 


Il 
w 
~ 
= 
a 
Z 


Deducem imediat (notaţiile fiind cele obișnuite) 


E* = E, F* =F, G*=G, A*=A, 
deci J* = I. i 
Obţinem apoi l 
A* = A, B* = — B, C* = — 
încît _ - ma d _ 
N = Ai + Bj + Ck, ÑN* = Ai — Bj — Ck, 

-ceca ce înseamnă că orientările celor două suprafeţe nu se corespund: seminor- 
malei pozitive în punctul curent M la S îi corespunde seminormala negativă 
în corespondentul M* al lui M la S*. 

n ceea ce priveşte coeficienţii celei de-a doua forme fundamentale, 
deducem 
D* = — D, D'*=—D, D”™* = — D”, 
L* =—L, M*=— M, N*=—N, 


încît II* = —II. 


1 Pentru scurtarea exprimării, spunem „elemente corespondente“ în loc de „ele- 
mente simetrice față de planul II“. 

2 După cum seminormalei pozitive în M la S îi corespunde seminormala pozitivă sau 
:seminormala negativă în M* la S*. 
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Să schimbăm acum orientarea suprafeței S*, făcînd, de exemplu, trans-- 
formarea de coordonate curbilinii. 


u = —u*, v =v", 


pe S*. În urma acestei transformări, orientările pe S şi S* se corespund.. 
Indicînd prin II** a doua formă fundamentală a suprafeței S$*, în siste-- 
mul de coordonate u*, v*, și ținînd seamă că 


D(u*, v*) _ 


Div t, 
deducem 
[ee = — 11%, 
prin urmare 
II** = II. 


Lema este demonstrată. 


Trecînd la demonstraţia teoremei lui Bonnet, vom considera sistemul’ 
de ecuații cu derivate parțiale constituit din formulele lui Gauss și ale lui: 
Weingarten. Acest sistem este de ordinul al doilea în raport cu F și de ordinul. 
întîi în raport cu ñ. 

Punînd | 

PR =P, R=, . (116): 


sistemul considerat devine un sistem de ecuaţii cu derivate parţiale de ordi- 
nul întîi, în raport cu vectorii p, 6 şi îi, rezolvat în raport cu derivatele- 
acestor vectorii: 
Pu = ap + bio + Lă, 


Fe = aP + bă + MR, 
Õu — ap + ba6 -++ Mñ, 


e e a (117). 
0, = 039 + bs6 F NA, 


Despre un astfel de sistem se cunoaşte. următoarea teoremă (de exis-- 
tență și unicitate): 


Un sistem de ecuaţii cu derivate parțiale de forma 


ðz i 

ca = hi (2 eces na: see Zm)» 
i 

ri cepe Ela) 


1 Un sistem de ecuaţii cu derivate parţiale de primul ordin, rezolvat în raport: 
cu derivatele funcţiilor necunoscute, mai poartă numele de sistem cu diferenţiale totale.. 
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unde fp; sînt mn funcții biunivoce, continue, avînd, derivate parțiale continue 
în raport cu variabilele independente x; şi funcţiile necunoscute z,, şi care peri- 
fică identic condiţiile de integrabilitate! 


fhi $ >> u afri = fa = = fhi a ôfni fii i 


ðzxj - kei 2z; 92, 


„admite o singură soluţie zu, ..., Zm, constituită din funcţii biunivoce și continue 
-de variabilele Tires Dny Care au derivate parțiale continue, şi iau valorile date 
Z, ..., 20, pentru un sistem de valori 20, ..., 20, ale variabilelor 2. 


În ceea ce privește sistemul (117), condiţiile de integrabilitate se reduc3 
la ecuaţia lui Gauss și ecuaţiile lui Codazzi, despre care presupunem că 
-sînt identic satisfăcute. În aceste condiţii, sistemul (117) admite o singură 

, soluţie constituită din trei vectori ọ(u, v), ō(u, v), î(u, v).— care iau 
valori date Pp; Go, Fo — pentru un sistem arbitrar de i pi üg, Yo: 

Avînd în în vedere relaţiile (116), precum și faptul că îi trebuie să fie 
unitar și perpendicular pe Fu și F, astfel încît triedrul FF, să fie orientat 
aigon sîntem conduşi să alegem valorile inițiale po, Gos Fo astfel încît să avem 


po = E (uos Yo); Poso = F (Uo, Vo): 53 = G (uo, Vo)» 
Ropo = 0, Roo = 0, 7 = i, (Posao) >0. (118) 


Prin această alegere, triedrul 996 este unic determinat, abstracţie 
“făcînd de deplasări, fiind orientat direct. 

O dată vectorii p, 5 și A determinaţi, considerăm sistemul cu derivate 
parţiale de ordinul întîi (116), în raport cu vectbrul necunoscut r. Condiţia 
-de integrabilitate 


Po — Ous 


.a acestui sistem, este identic satisfăcută în virtutea faptului că $ şi 6 sînt 
soluţii ale sistemului (117) şi ca atare verifică identic toate ecuaţiile acestui 
-sistem, în particular pe a doua şi a treia. 

Prin urmare sistemul (116) admite o singură soluţie F (u, v), care ia va- . 
loarea (dată după voie) 7, pentru u = Up, V = v 


1 Condiţiile de integrabilitate sînt consecinţa relaţiilor 
azh Oza 
CECE] 2zj 3z; 
-zare exprimă că ordinea derivării este indiferentă, ceea ce are loc dacă cerem ca func- 
ţiile zņ să fie continue şi să aibă derivate parţiale continue. 
Teorema subsistă şi în cazul cînd funcţiile necunoscute sînt vectori. 
3 Cum am văzut cînd am stabilit ecuaţiile lui Codazzi. 


4 Unghiurile (pa, 7o), (Go, fo) sînt drepte, iar unghiul (Sg, So) este determinat de 
“tormula 


F (ug: vo) S 
VE (Uos Vo) G (uo: Vo) 


Pe ñ, il alegem astfel încît să aibă sensul produsului vectorial 3 X 5. 


cos (Pos 30) = 
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__ Acestei soluţii îi corespunde o singură suprafaţă S, reprezentată de 
ecuaţia 
l F = F (u, v), 


care trece prin punctul Mg (uo, vo), al cărui vector de poziție este Fe. 

__ În virtutea ecuaţiilor (116) și condiţiilor (118), vectorii tangenţi la: 
curbele coordonate V = Vy și u = ug, în M, sînt pọ și Sg respectiv, iar ver- 
sorul normalei este ño. 

Să arătăm că formele pătratice date sînt prima şi a doua formă funda- 
mentală ale suprafeței S. 
Pentru aceasta, în conformitate cu (116), vom arăta că avem 


= E, po = F, =G, (119). 
precum și 
ip = 0, fo = 0, î2=1. (120) 


În adevăr, din sistemul (117), verificat de p, 5, A, deducem sistemul de 
12 ecuaţii cu derivate parţiale (de ordinul întîi)! 


(62), = 2 (ap? + bips + LAP), (69), = 2 (26? + bapo + MAp), 
(55), = ap? + (a, + ba) po + bio? + Map + Lăs, 
(56), = aap? + (aa + ba) po t bao? + Nap + MAG, (121} 
(02), = ice + aa + a P = i sali + ci + cir 


(7), = 2(añp + Bo), (B°), = 2 (yp + 389), 


verificat de p°, 66, 62, ñp, Ao, îi. 

Sistemul (121) admiţînd de asemenea soluţia E, F, G, 0,0, 1 (cum se 
constată ușor) și cum, în virtutea relaţiilor (118), cele două sisteme de soluţii 
corespund aceluiași sistem de valori iniţiale, înseamnă că aceste sisteme 
de soluţii coincid, deci relaţiile (119) și (120) sînt verificate. 

Prin urmare forma (114) este în adevăr prima formă fundamentală, 
iar îi versorul normalei la suprafaţă. 

În sfîrșit, înmulțind scalar cu îi primele patru ecuaţii (117) și ţinînd 
seamă de (116) și (120), obținem 


Afu = L, Afw = M, Pfa =N, 


ceea ce înseamnă că forma (115) este a doua formă fundamentală a supra- 
feţei. 


1 Primele două ecuaţii sînt obținute înmulţind scalar cu P ambii membri ai fiecăreia 
din ecuaţiile (117). A doua ecuaţie este obţinută adunînd prima şi a treia ecuaţie (117), 
după ce au fost înmulţite scalar respectiv cu 5 şi Ẹ ete. 
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= 
= 


Fie S*.o altă suprafață, avînd „aceleași forme fundamentale (114) și 
(115), pentru care poziția inițială PoGo fo a triedrului põ, pentru u = 
= up, V = V, are aceeași orientare ca și triedrul Go5ofâg, ecuaţia suprafeţei S* 
fiind 

F = F*(u, v), 


unde F*(u, v) este soluția sistemului (116), care ia valoarea Ff pentru 
U = Ug, V = Vo. Suprafața S* trece prin punctul Mč (uo, vo), al cărui vector 
de poziție este 790, vectorii tangenţi la curbele coordonate V = W $i U = Up 
în M*, fiind p pë și 0*, iar versorul normalei ñ* 

Fie apoi S** suprafaţa obținută deplasînd suprafața S*, astfel încît 
M$ să coincidă cu Mọ, iar triedrul põogño să coincidă cu triedrul Po Sono 
(vectorii Şi Po» 66; Fo coincizind respectiv cu po, So fig). Este clar! că, 
pentru S**, prima și a doua formă fundamentală sînt respectiv formele 
(114) şi (115) , ca și pentru S*. 

Deducem că vectorul de poziţie F**(u, v) al punctului curent al supra- 
feței S** este soluţie a aceluiași sistem (116), ca și vectorul de poziţie 
F (u, v) al punctului curent al suprafeţei S. 

Cum F**(u, v) ia aceeași valoare 7] (vectorul de poziţie al punctului Mọ), 
ca şi F(u, V),. pentru u = up, V = W, rezultă 


F**(u, v) = F(u, v), 


ceea ce înseamnă că suprafața S** coincide cu S. 

Prin urmare, suprafeţele S* şi S, pentru care prima şi a doua formă 
fundamentală sînt formele date (114) şi (115), se obțin una din alta printr-o 
deplasare. 

În sfîrşit, în virtutea lemei de mai sus, simetrica S’ a suprafeţei S, 
faţă de un plan arbitrar, este, de asemenea, o suprafaţă pentru care primele 
două forme fundamentale sînt formele (114) și (115), dacă orientăm supra- 
faţa S” astfel încît seminormalele pozitive ale celor două suprafeţe să se 
corespundă. 

Teorema lui Bonnet este astfel demonstrată. 


$ 27. Suprafețe Țiţeica 


Ne ocupăm acum de o clasă de suprafețe, puse în evidenţă și studiate 
de G. Țiţeica, cunoscute sub numele de suprafeţe Țiţeica. 


30. Reprezentarea afină a suprafeţelor. În vederea introducerii şi stu- 
diului suprafeţelor Țiţeica, vom considera o reprezentare a unei suprafeţe S, 
care definește totodată orice suprafaţă care se obţine din S printr-o trans- 
formare centro-afină. 

1 În virtutea relaţiei 
pre = pe ră, 


unde Ș* este vectorul de poziţie al punctului curent M+* al suprafeței S*, iar p** vectorul 
de poziție al punctului M** — al suprafeței S** — care se obține din m* prin translaţia 
de vector constant &. 
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. Dacă suprafaţa S este un con cu vîrful în originea sistemului de coor- 
donate, planul tangent în punctul curent M al conului, conținînd genera- 
toarea prin M, conţine originea. Deducem relaţia 


(F P, Fo) =0, | (122). 


unde F(u, v) este vectorul de poziție al lui M. 

Invers, dacă această condiție este îndeplinită, suprafața S, pentru care 
vectorul de poziție al punctului curent este F(u, v), este un con cu vîrful 
în origine. 

În adevăr, (122) se mai scrie 


iar de aici deducem 
FR, = Fñ, = 0. i (123) 


Să presupunem că nici unul' din vectorii Au, Ay nu este nul (identic). 
Fiind perpendiculari pe F — în virtutea relaţiilor (123) — și situaţi (ca 
și F) în planul tangent în M, ñ, şi A, sînt coliniari, deci avem 


ñ, = Ma, (à Æ 0). (124) 
Derivînd relaţiile (123) și ţinînd seamă de (6) ($ 21, 1) obţinem relaţiile 
L = Fus M = Pw N = Fiw. 
În virtutea acestora, din relațiile 
Ruo = ħu Ru F Mu Foo = Mfu + Mius 
obținute din (124), rezultă 
M =L, N =M, 

iar de aici 


LN — M? = 0, 


ceea ce înseamnă că cele două familii de linii asimptotice ale suprafeței 
sînt confundate: suprafața este desfășurabilă. Cum apoi planul tangent (care 
înfăşoară suprafaţa) trece prin origine, generatoarea suprafeţei (caracteristica 
planului tangent) trece prin origine. Suprafaţa este un con cu vîrful în 
origine. 

Dacă unul din vectorii A, Ap este nul, planul tangent în M depinde 
de un parametru. Suprafaţa este destășurabilă, deci este un con cu vîrful 
în origine. 

În sfîrşit, dacă ñ, = 0, A este constant. Suprafața este un plan 
(con degenerat). 


1 v. cap. I, $ 4, 18, aplicația ti. 
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În virtutea relaţiei (122), vectorii F, 74, F, (liniar dependenţi) veri- 
fică o relaţie de forma 


ap, + bF, + cF = 0, (125) 


coeficienții a, b, c, determinaţi în afara unui factor nenul, fiind funcții 
de u, v. 


Avem deci propoziția: 


Pentru ca o suprafaţă S să fie un con cu virful în origine, este necesar şi 
-suficient ca vectorul de poziție al punctului curent al suprafeței să verifice o 
ecuație cu derivate parțiale de primul ordin de forma (125). 

Ecuația (125) este echivalentă cu ecuaţia scalară 


að, + b0, + cð = 0, 


verificată de coordonatele z(u, v), y(u, v), z(u,v) ale punctului curent 
„al suprafeței. 
Dacă, F fiind o soluție a ecuației (125), efectuăm transformarea centro- 


afină! _ N 
Fe = (FF) + (FF) + (FaF)k, (126) 
unde Fm = ami + amoj + amsk (m = 1, 2, 3) sînt trei vectori constanți 
oarecare, astfel că 
(Fi F2 F3) zÆ 0, 


vectorul F* este, de asemenea, soluție a ecuației (125). Acest fapt este o 
consecinţă a relației 


ak r bP + cP* = [Fa (aF, + BF, + cP)]i + [Fa (aF, + bP, + c7)]] + 
+ [Pa (aF, + bF, + cF)] k. 
Aşadar: 
O ecuaţie (125) defineşte, o dată cu un con S cu virful în origine, orice con 
ce se obține din S printr-o centro-afinitate?. 
1 Transformarea (126) se scrie în coordonate 


pR oe . æ 
2" = ant + ay + a3, 
igih > P, 
yY* = ayx + aay + a'z, 
ZE = ay T + dgs Y + Goa. 


: Prin translația 


F? = F + Fos 
Fa lind un vector constant, ecuația (125) se transformă în ecuaţia 
aP + DP 4 c (P* — F) = 0, (125) 


încit putem enunța propoziţia: 


Pentru ca o suprafață S să fie un con cu virful într-un punct Mo, al cărui vector de 
poziție este Fo, este necesar şi suficient ca vectorul de poziție al punctului curent al supra- ` 
feței să verifice o ecuaţie cu derivate parțiale de primul ordin de forma (125°). 

Această ecuație defineşte, o dată cu conul S, orice con care se obține din S printr-o 
transformare afină care păstrează punctul My. 
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Să considerăm acum o suprafaţă S diferită de un con cu vîrful în origine. 
Vectorul de poziţie al punctului curent al suprafeţei, verificînd condiţia 


(F Fu Fo) Æ O, 


poate fi considerat drept soluţie a unui sistem de ecuaţii cu derivate parțiale 
de ordinul al doilea de forma 


Fuu = aF, + bF, + CF, 
Pu = 0 Pu HORHOR, > (427) 
Fov Fo aF, F b"Fy + Cc”, l 
coeficienții a,..., a',..., a“,... fiind funcții de u, v. 
Sistemul (127), analog cu sistemul lui Gauss (109) (§ 26) este echivalent 
cu sistemul scalar 


0, = a0, + b0,+ co, 
0, = a'u, + b0, + c0, 
0, = a0, + 570, + cc”, 
verificat de coordonatele z(u, v), y(u, v), z(u, v) ale punctului curent al 
suprafeței. 
Invers, presupunînd dat un sistem de forma (127), vrem să precizăm 


în ce condiții acest sistem defineşte o suprafață. 
Punînd 


Fy = p, F, = O, 


sistemul (127) se transformă în sistemul de ecuații cu derivate parțiale de 
primul ordin în raport cu F, P, © 


Fu = P, 
PES, 
ETE E E (128) 


P= ap +H b'o + cF, 
Su= ap + b'o + c'F, 
S= a" p + b"G + cF. 
În virtutea teoremei de existență și unicitate a soluţiei unui sistem cu 
diferențiale totale, sistemul (128) admite, dacă este complet integrabil, 
o singură soluție constituită din trei funcții F, p, 6 de variabilele u, V, con- 


tinue şi cu derivate continue şi care iau valorile date Fo; Pos Go pentru 
u = Up, V = vo: 


1 § 26, 29. E 
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Observăm însă că, în virtutea celei de-a patra și celei de-a cincea ecuaţii 
(128), condiția de integrabilitate relativă la F este îndeplinită. În ceea ce 
privește condiţiile de integrabilitate relative la 'p și 6, se vede că acestea 
sînt consecinţele relaţiilor a 

Fuuv = Fuvu Tuvv = Foru: : 

Vom spune că aceste două relații sînt condițiile de integrabilitate ale sis- 
temului (127). Dacă aceste condiţii sînt verificate (identic), sistemul (128) 
este complet integrabil. 

Să observăm apoi, în ce priveşte condiţiile iniţiale, că avem 

Po = Fu Go = Fog" 

Putem deci enunța propoziția: 

Un sistem de ecuaţii cu derivate parțiale de ordinul al doilea de forma (127), 
complet integrabil, defineşte o singură suprafaţă (diferită de un con cu virful 
în origine) care trece printr-un punct dat My și este tangentă în acest punct 
unui plan dail. 

Să presupunem că vectorul de poziţie F(u, v) al punctului curent al 
unei suprafeţe S este soluţie a sistemului (127). Efectuînd transformarea 
centro-afină | 

P* = (PF) + (FaF)J + (FaF) k, 
vectorii F4, Fes Fg (constanţi) fiind liniar independenţi, constatăm că vectorul 
F* este, de asemenea, soluție a sistemului (127)?. 

Așadar avem propoziţia: 

Un sistem complet integrabil (127) definește o singură suprafaţă S în 
afara unei centro-afinităţi. 

În cele ce urmează, ne vom ocupa de unele proprietăţi privitoare la 
curbura totală și de aceea vom esclude din consideraţie suprafeţele desfășura- 
bile, în particular conurile. 

În virtutea propoziției precedente, pentru o suprafață S, definită de 
sistemul (127), coeficienții a,..., a',..., a”,... sînt invarianţi centro-afini ab- 
soluți. G. 'Țiţeica a pus în evidenţă un invariant centro-afin relativ al une: 


suprafeţe definite de un sistem de formă (127): raportul 2 dintre curbura 


1 Evident, vectorii Po = Fu ȘI Go = Fog» care determină planul tangent în Mo, tre- 
buie luați necoliniari. 
2 Acest fapt este consecinţa relaţiilor 


Fu — aF, — DPS — cf” = [Fi (Fuu — aFu — bPy — cF)] i4 [Fe (Fuu — afu — bF — c7)]] + 
+ [Fs (Fuu — aPu — bPy — cF)) k, 
Fao — aP — b'P, — CP" = [Fi (Puv— a’ Fu— b'Py—c'P)] È- [Fe (Fus — a'Fu— b'P 
—c'7)] j + [Ps (Fuy — a’ Pu—b'Fy—c'P) k, 
Fep — a Pb Re — cr F” = [Fi (Fon — a” Py — b" Fy — c” F)] È + [Pa (Feo — a” Fu . 


— b” Fy— c” F)] j+ [Fa (Foy — a” Fy— b” Fo — c” F)]k. 
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totală: în puncțul curent M al suprafeței şi puterea a patra a distanței de 
la origine la planul tangent în M. 
În adevăr, ținînd seamă de formulele (9) și (65) și de sistemul (127), 
obţinem 
K = (ce — c°?) (P Fu Fy)? 
(Fu X Pt 


Pe de altă parte, ecuația planului tangent în M putîndu-se scrie 


[Fu X Fo] 
înseamnă că 
Ta (F Fu Fp) i 
i | Fu X Foa | 
Deduce m 
E A (129) 


di (F Fu Fa)? 


Fie S* Lransformata suprafeţei S prin centro-afinitatea (126), K* curbura 
totală a suprafeţei S* în corespondentul M* al lui M, d* distanţa de la 
origine la planul tangent în M*. 


Avem 
K* ce” — c”? 
dei (er pei). i 
încît - 
K* K_ _ (Fřuřo)? 
d’ dt (mire? 
deci 


K* K 1 
— : — = ——— = const. 
d*i di (Fi Pa F3)? 
A v K . . Lă . . 
Așadar, în adevăr, Er este un invariant centro-afin relativ al suprafeţei S. 


. 


Yv e g à . K pi ; 
Pentru o suprafaţă riglată, invariantul FT este constant în lungul unet 


E E D Li . Lă . hi 
„generatoare al cărei plan asimptotic trece prin origine. 


În adevăr, ecuaţia unei suprafeţe riglate putînd fi scrisă sub forma 


= Fo() + uâ(v), (130) 
găsim ușor formula 
Kac (Pag) | 
(Fu X Fy)? 
încât | 
K CETA 
TETT 
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e v w + 3 i K: i j i 
şi se vede că, dacă v = const.. invariantul zi este constant — cînd u 


variază — dacă și numai dacă 
(Fo âă'”) = 0. 


Această condiţie . exprimă însă că planul asimptotic al generatoarei, 
reprezentat de ecuaţia 


(R — Fo â,â)=0, 


trece prin origine. 

Planul asimptotic al unei suprafeţe riglate depinzînd de un parametru 
(de care depinde și generatoarea), cînd acest parametru variază (cînd gene- 
ratoarea descrie suprafața riglată), planul asimptotic înfășoară o suprafaţă 
desfășurabilă, desfășurabila asimptotică a suprafeței riglate. Dacă toate pla- 
nele asimptotice trec printr-un punct Mg, desfășurabila asimptotică este un 
con cu virful în Mp, care se numește centrul suprafeţei riglate, suprafaţa 
însăși purtînd numele de suprafaţă riglată cu centru. 

Cu aceste definiţii putem enunţa propoziţia: 


Pentru o suprafaţă riglată cu centru, invariantul z — unde d este distanța 
de la centru la planul tangent — este constant în lungul fiecărei generatoare, 
fiind diferit însă, în general, de la o generatoare la alta. 

3l. Suprafeje Tijeica. Există suprafeţe pentru care invariantul Ž este 
constant (acelaşi în toate punctele suprafeței). 

O suprafață pentru care invariantul — este constant se numește supra- 


faţă Țijeica. Punctul de la care se consideră distanţa d se numeşte centrul 
suprafeţei. 
Cele mai simple exemple de suprafeţe Țiţeica sînt sferele și cuadricele 


1 r ; 
cu centru. În adevăr, pentru o sferă de rază R, avem K = ii lar dis- 


i a K 1 
tanţa d de la centrul sferei la planul tangent este R, încît L a = Ti const. 


În ce privește cuadricele cu centru, acestea se obţin dintr-o sferă cu același 
centru prin centro-afinităţi, astfel încît și pentru o cuadrică cu cen- 


K 
tru — = const. 
di 


În virtutea formulei lui Enneperl, relaţia 


K 
— = const. 
d 


are drept consecinţă relaţia 


Td? = const. (131) 


1 v, cap. VI, § 24, 21. 
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Așadar, în lungul unei linii asimplotice a unei suprafeţe Țiţeica are loc 
relaţia (131), unde T este raza de torsiune, iar d distanţa de la centrul supra- 
feţei la planul osculator în punctul curent al liniei asimptotice. Curbele 
în lungul cărora are loc relaţia (131) (T fiind raza de torsiune, iar d distanța 
de la un punct fix la planul osculator), puse în evidenţă $ şi studiate de 
G. Țiţeica, au fost numite curbe Țiţeica. Putem enunţa astfel propoziţia: 


Liniile asimptotice 'ale suprafeţelor Țiţeica sînt curbe Țiţeica. 


Putem presupune că suprafaţa reprezentată de sistemul (127) este rapor- 
tată la liniile asimptoticel. În acest caz deducem, în virtutea unei propoziţii 
stabilite anterior?, că în sistemul (127) c = c” = 0. Punînd k în loc 
de c', (127) se serie deci (în ipoteza în care ne-am situat) 


Puu = Pa + bf 
a'y + bF, + i, (132) 


3 — „pig nz 
Po = a", + VF, 


Furv 


Vom demonstra teorema: 

Pentru ca o suprafaţă S, reprezentată de un sistem complet integrabil (132), 
să fie o suprafaţă Țiţeica cu centrul în origine, este necesar şi suficient să avem 

Să presupunem, în primul rînd, că suprafaţa S, definită de sistemul (132) 


(în afara unei centro-afinităţi), este o suprafaţă Țiţeica. 
Cum, ţinînd seamă de (129), avem 


K hë 
a (F Fu Fo]? 
înseamnă că raportul a este constant. Indicînd prin Š valoarea aces- 
tui raport și derivînd în raport cuu relația 
(F Fa Fo) = Ch, i 


‘obținem 
(F Fuu Po) + (F Fu Fuo) = Chu, 
adică, în virtutea primelor două ecuații (11): 


(F, aF, + bf, Fo) + (F, Pus a Fa + D'R, + hF) = Ch, 


de unde 


h 
a+b =H, (133) 
h . 
1 În virtutea faptului că suprafața nu este (prin ipoteză) desfăşurabilă, cele două: 
familii de a asimptotice sînt distincte. 
2 $ 23, 
3 În la ce urmează va fi vorba numai de suprafețe Țiţeica cu centrul în origine, 
de accea nu vom mai face nici o menţiune în ce priveşte poziţia centrului. 
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În mod asemănător, derivînd în raport cu v, obținem 
lty 
a' + b” =. (133°) 


h 
Pe de altă parte, condițiile de integrabilitate 
Pur = Fuvus Pure = Foru 
ale sistemului (132), care trebuie să fie identități ìn F, F,, F, (ca şi în u, v), 
ne dau relaţiile 
a, + ab = au + a'b +h, 
br ab' + bb" = ba + a'b + b’, 
ah = bh + ha (134) 
a, a'2 + b'a" = au Haa" + a'b”, 
be + a'b’ + h =b, +a”b, 
a'h + hk. = bb. 
Din (133) și a treia relație (134) rezultă b’ = 0, iar din (133’) şi a șasea 
relație (134) rezultă a' = 0. 
Reciproc, să presupunem că avem 4' = b’ = 0. A treia și a șasea relație 
(134) devin 


ah = h, , bh = h, 


A i i h ; 
Calculînd derivatele raportului -----——, obținem 


(F Fu Fe) 

TEE | Alaa 0, 
(PFu Pe) hu (PP fe) 
h __ he —b"h 


(F Fu Pe) în (F Fu Fe) 
2 inta tă 3 K x . AE E 
deci invariantul P este constant. Suprafața S este o suprafață Țiţeica. 
Teorema este complet demonstrată. 
În consecinţă, o suprafaţă Țiţeica raportată la liniile asimplotice este 
reprezentată de un sistem de forma 
uu = aFu F bF,» 
Fu = hF, (135) 
Feo AF, + DP 
Să observăm că, dacă b = 0 sau a” = 0, prima, respectiv a treia ecuaţie 
a sistemului (135), ne spune că suprafaţa este riglatăl. 


Vrem să punem în evidenţă o proprielate geometrică afină a suprafețelor 
Țiţeica. F 
Li 


1 problema 20 de la sfîrşitul capitolului. 

Dacă b=0, însă a” =£ 0, curbele coordonate v= const. sînt drepte, iardacă b Æ0, 
a” = 0, curbele u = const. sînt drepte. În ambele cazuri, suprafaţa este simplu riglată. 

Dacă însă b = a” = 0, ambele familii de curbe u = const. şiv = const. sînt consti- 
tuite din drepte. Suprafaţa este dublu rielată, deci. cuadrică. . 
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ee 


Să considerăm, pe o suprafață S definită de sistemul (135), una din 
liniile asimptotice u = const. Tangentele la liniile asimptotice v = const., 
în punctele în care acestea taie asimptotica u = const. considerată, sînt 
generatoarele unei suprafețe riglate R,. În mod asemănător, tangentele la 
liniile asimptotice u = const., în punctele în care acestea taie o linie asimp- 
totică v = const., sînt generatoarele unei suprafețe riglate R,. 

Suprafețele R, și R, circumscrise suprafeței S, poartă numele de 
riglate asimptotice asociate suprafeței S. 

l Desfășurabilele asimptotice ale tuturor riglatelor asimptotice asociate 
suprafeței S, definită de sistemul (135), sînt conuri cu virful în origine. 

În adevăr, vectorul de poziţie al punctului curent al suprafeţei S fiind 
F(u, v), ecuaţia unei riglate asimptotice R, este 


FE = F + tF, (u = const.), 


coordonatele curbilinii pe R, fiind t și v. 
Ecuația planului asimptotic al unei generatoare fiind 
(R — F, Fus Pu) = 0, 
şi cum, în virtutea celei de-a doua ecuații (135), avem 
(F FaPur) = (F, Fu, kF) = 0, 
înseamnă că planul asimptotic trece prin origine. Desfăşurabila asimptotică 
a riglatei asimptotice R, este un con cu virful în origine. 

Demonstrația este asemănătoare pentru riglatele asimptotice R, 

Să arătăm că proprietatea precedentă caracterizează suprafeţele Țiţeica. 
Fie, în acest scop, c suprafaţă S definită de sistemul (132). Condiţia ca planul 
asimptotic al uneia din riglatele asimptotice R, să treacă prin origine fiind 

- - i= f =æ = 
(F, Fus Fu + bF + hF) = 0, 
i jæ = - 
b' (F F P9 = 0, 
şi cum (F F, F) Æ 0 (deoarece am exclus din considerație conurile), dedu- 
cem b' = 0 
În mod asemănător, considerind riglatele asimptotice R,, obținem 


a' = 0. Suprafața S este o suprafaţă Țițeica. 
Avem deci teorema: 


adică 


Pentru ca o suprafaţă S să fie suprafață T'ițeica în raport cu un punct Mo 
(centrul suprafeței), este necesar și suficient ca desfășurabilele asimptotice ale 
tuturor riglatelor asimptotice asociate suprafeţei S să fie conuri cu virful în Mo. 

În cazul cînd suprafața definită de sistemul (135) este neriglată (cînd 


avem b Æ 0, a” Æ 0), condiţiile de integrabilitate (134) devin 


a, + ba” =h, 
b. + bb” = 0, 
Te | (136) 


a, + aa” = Q, 
b, + a”b =h, 
b"h = h, 


25* 
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de unde deducem, în primul rînd: 


lu pnh 


. h h 
A doua condiție devine 
by hy _ 
Pea 
şi de aici obținem 
bh = a(u), 


a(u) fiind o funcţie de u. 
n mod asemănător, a patra relație (136) ne dă 


= $ (v), 
B (v) fiind o funcţie de v. 
În ce priveşte prima și a cincea relație (136), acestea se reduc amîndouă 
la ecuaţia 


Putem însă presupune a(u) = 1, ßB(v) = 1, această situaţie putîn- 
du-se totdeauna realiza printr-o transformare de format 


U = Ul), V =V(v), 


încît putem chunţa teorema: 


1 În adevăr, prin transformarea indicată, sistemul (14) devine 


_ 1 fhu,» sy a V’ — h e U’ 
ae gala TU ut ia Pe Po gt Por pant 
LA [eyy Fy. 

V2 h 
Punîind H = Ta deducem 
U'V 
L [M yru a o e aa vu 
U’? \ h H y” 


În sfîrşit, dacă determinăm funcțiile U, V prin relaţiile 
U3=a, V=, 


U = f |V afu) du, V = f 420) dv, 


deci prin relaţiile 


obţinem sistemul 


> 1 T = = LF 
ruu = 3 Hyry + È p Puy = Hf, > ut m lb v? 
funcția H(U, V) fiind soluţie a ecuației 


(log Huy = H — z 3 
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Suprafețele Țiţeica neriglate sînt date de sistemul 
= hyn a 
Puu = ral + —FP 
h h 
Fus = RF, (137) 
33 1 hy 
Foo = u + qo 
h fiind o soluție a ecuației 
L 
h? 
Dacă suprafața definită de sistemul (135) este riglată (diferită de o 


cuadrică, deci simplu riglată), cînd avem, de exemplu, a” = 0, condiţiile 
de integrabilitate devin 


(log hu = h — (138) 


a, =h, 

ah = h, 

b, = h, (139) 
b"h = h., 

b, + bb” = 0. 


A doua şi a patra irelațe (139) determină pe a și b”, iar acestea, înlo- 
cuite în prima și a treia relaţie, respectiv, ne dau ecuaţia 


(log h)a = R. (140) 
În ce priveşte ultima relație (139), aceasta ne dă 
b = lu), 
t 


(u) fiind o funcţie arbitrară de u. 
Avem deci teorema: 


Suprafețele Țiţeica riglate sînt date de sistemul 


uea h h m 
7, =hF, (141) 
z ho a 

-Pro T Po 


- funcţia h ‘fiind o soluţie a ecuaţiei (140). 


Ținînd seamă că ecuaţia (140), care este o ecuație Liouville, are inte- 
grala generală! 
9 rty’ 
= A, (142) 
(U + V)2 


1 v, de exemplu A. Kahane, Klemente din teoria congruențelor, Bucureşti, Ed. 
tehnică, 1956, p. 120. 
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unde U și V sînt funcții arbitrare de u și v respectiv, și considerînd pe U 
și V ca noi variabile (în locul lui u și o), sistemul precedent se scrie schim- 


bînd notația (punînd u, v în loc de U, V): 


Fuu = — : Fu + Ẹ (u) da tă 
u -Hv 2 - 
F Ze PRR F 
Wo upa’? 
Dmae 2 Pas 
u+- ov 


V(u) fiind o funcţie arbitrară de u. 


(143) 


Putem integra sistemul (143), integrînd sistemul scalar echivalent 


2 E 
yg t tlu) — 0 
Ga = ——— 9, 

(u + v)? 
RE TETEE A 


tv uko” 


Ultima ecuație (144) scriindu-se' 


i PETRE 


0, + u +v i 
printr-o primă integrare obţinem 
2A 


(u -+ 0)? 


CD ? 


A fiind o funcţie deocamdată arbitrară de u. 
O nouă integrare ne dă 


= p__ _24 


u-v 


> 


B fiind altă functie arbitrară (deocamdată) de u. 


1 Din (142) deducem 


iar în virtutea transformării indicate avem 


(144) 


(145) 


(146) 


F FyyU” + FU”, = Pyy V’ F = Pn V + PV”, 


uu un vv tyy 


încit, punind 


elu) _ YU), 
y” i 
sistemul (141) devine 
x 2 na (U HVE. 2 
== Fr + VU) —— Fie Fiy = ————— F, 
TUU UV u + Y(U) 2 t'y» fuv (U + V} 
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Cum din (145) avem 


g = 24i hA 
bki (u +- 9)? (u + v)? i 


scriind că a doua ecuație (144) este verificată, deducem B = A’, încît (146) 
devine 


EN EREE 
uter 
Avem apoi 
24’ 2A 
0, = A" — DEN 
u PEE (u + v)? i 
Opu PNS Le 2A” 4A E: 4A ; 

u+ (u + v)? (u + v)? 


încît, scriind că ṣi prima ecuaţie (144) este verificată, deducem că A este 
o soluție a ecuaţiei diferențiale de ordinul al treilea 


A” — (a) 4=0. (147) 


În consecinţă, dacă Aj, Az, As sînt trei soluţii independente ale ecua- 
Fi (147), ecuaţiile parametrice ale suprafeței Țițeica riglate reprezentate 
de sistemul (143) sînt 


F , or lo sai 
24, 1 ca A Ek: A? 2443 A 
ute u +v 


sau, în exprimare vectorială: 
Suprafaţa Țiţeica riglată reprezentată de sistemul (143) are ecuația 


F = Â' a e 2 Ă,- 
u+y 
A fiind o soluţie a ecuaţiei diferenţiale 


A” — pui =0. 


În încheiere demonstrăm propoziţia: 


Transformata unei suprafețe Ţiţeica, în polaritatea în raport cu sfera cu 
centrul în centrul suprafeţei şi raza 1, este tot o suprafaţă Ţiţeica. 


Fie S suprafața Țiţeica reprezentată de sistemul (135), al cărei centru 
este în origine, şi F(u, v) vectorul de poziţie — de componente z, y, z — 
al punctului curent M al suprafeţei. Ecuația planului polar z al lui M, 
faţă de sfera © 

| X2+P4+ZB2=1, 
este 


ZĂ + yY +2zZ=1, 


sau (în scriere vectorială) - 
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er i a IT a E e e e e e r 
III == 


Transformata S* a suprafeţei S, în polaritatea în raport cu sfera $, 
este înfășurătoarea planului variabil 7, care depinde de parametrii u, v, 

Potrivit teoriei înfășurătoarelori, vectorul de poziţie r* al punctului 
curent al suprafeţei S* verifică sistemul 


PP* = Í, 
Pē* = 0, | (148) 
pp* =0. 


În virtutea ultimelor două ecuaţii (148), F* este perpendicular pe F,, 
F, prin urmare expresia lui F* este de forma 


* = AF X Fo). 
Scriind că F* verifică prima ecuaţie (148), deducem? 
1 — 
(FFuF.) 


— 
— 


încît ecuaţia transformatei S* este 


Fux F 
pă — ÎN v 
(F FuFo) iu, 


Derivînd și ţinînd seamă de (135), deducem l 
x h(Pu X F) ow h(FXF») i (150) 


Fu DA NP ZET Ta vT 
(7 Fuso) (F FuFfv) 


Apoi: 
e hulu X F) — bh(F Xx Fo) 
Ti a 
(F Fuy) 


adică, ținînd seamă de (150), 


x% h * 
Fuu = == Fu — bPa. 


În mod asemănător obținem 
pt, = "e — bre + hr = (e D a)r + hF*, 
t 


hy 


x 
— Fr. 
h ý 


Pio CE — a" Fy + 


Însă, în virtutea condiţiilor de integrabilitate (136) și (139), avem 
hu a ho =b", 
h h 


1 yv. cap. II, § 7,9. 
2 Prin ipoteză (PFufy) Æ 0. 
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Objinem astfel sistemul 

Puu = a Pu — bF, 

Fi, = hF*, 

FE, = A Pe + b” Fs, 


care este de forma (135), deci definește tot o suprafață Țiţeica, cu centrul 
în origine. 

Așadar, transformata S* a suprafeței S este tot o suprafață Țițeica, 
cu același centru ca şi S. 


Aplicaţie. Să se determine suprafața Țiţeica neriglată, corespun- 
zătoare soluției k = 1 a ecuației (138). 


Pentru k = 1, sistemul (137) devine 


Puu — 7» Tu ~ T, Too = Tu 


sistemul scalar asociat — verificat de coordonatele punctului curent al 
suprafeţei — fiind 


LR z 0, Ouo 5 0, 9% = 0, (1) 

De aici obţinem ecuaţia 
uuu = 9, (II) 
a cărei ecuaţie caracteristică are rădăcinile 1, o = ta, W? = 2 JE 


(rădăcinile cubice ale unității; i = V— 1). 
Deducem că 


Om T Ann) pui, (m == 1, 2, 3), 


unde An (v) sînt funcţii arbitrare de v, sînt trei integrale independente ale 
ecuației (II). Vom determina funcțiile Apm astfel încît 0, să verifice sis- 
temul (I). 

Avem 


m m 
(0. = (Ann , (Oa iai OMA pete , 
încît din prima ecuaţie (I) obținem ecuaţia diferenţială 
(Amv = WMA m 
de unde (neintroducînd constantă de integrare) 
An evo 
m i 
Prin urmare 
0, = evo an (m = 1, 2 3), 


şi se vede că celelalte ecuații ale sistemului (I) sînt verificate de expresiile 
obținute pentru Ôm. 
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II STI S II DR IT Da 
Am obținut. astfel integralele s 
; 2 2 
euttu N, eo ca Eure, (111) 
deci suprafața de ecuații parametrice 
2y 2 r 
y = eauta da y = p2 utov. z = guri, (IV) 


a cărei ecuaţie implicită este 
zyz—l =ù. (V) 
Faptul că reprezentarea (IV) este imaginară înseamnă că liniile asimp- 
Lotice, la care este raportată suprafaţa, sînt imaginare (punctele suprafeţei 
sînt eliptice). 
Dacă în locul primelor două integrale (III), care sînt imaginare, consi- 


— ut 3 -twi yF 
derăm integralele reale e toi (u — v), e ” suie (u -— v), 
obținem ecuațiile parametrice 
1 1 
— zur) y3 — ur) , y3 ) 
z=e ” cos 2 (U — 9), y=e * sin = (u —- v), z = e*t, (VI) 


ale unei suprafelļe de rotație, a cărei ecuaţie implicită este 
(22 + y?)z— 1 = 0. (VII) 


Observații. I. Prin transformarea 
A 1 , 
E r 


ecuaţiile (VI) devin 
æ = eUcosV, y = Usin V, z = e?U, 
ceea ce înseamnă că suprafața este raportată de astă dată la paraleli și curbele 
meridiane. 
II. Printr-o transformare centro-afină, din (V) sau (VII) se obține su- 
prafaţa 


(aa + biy + c13) (aa + bay + coz) (ag + bsy + caz) = 1, 


care este, de asemenea, o suprafață Țiţeica. În particular una din supra- 
fețele (V), (VII) se obține din cealaltă printr-o transformare centro-afină. 


$ 28. Suprafete neolonome 


Vom expune, în încheiere, unele din proprietățile fundamentale ale 
mulțimii curbelor integrale ale unei ecuații Pfaff în trei variabile, care 
nu este complet integrabilă. O astfel de mulțime de curbe poartă numele 
de suprafaţă neolonomă! și constituie, pentru spațiul cu trei dimensiuni, o 


1 Proprietăţile suprafeţelor neolonome din spaţiul euclidian cu trei dimensiuni au 
fost studiate de F. Knoll, R. Inzinger, D. Sintzov etc., iar dintre matematicienii romîni 
de G. Vrănceanu, Gr. Moisil, Gh. Gheorghiev, Radu Miron etc. 
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particularizare a noţiunii de spaţiu neolonom, introdusă de acad. G. Vrăn- 
ceanu, căruia i se datorează o seric de lucrări privind proprietăţile acestor 
spaţii. 

Metoda pe care o vom utiliza va pune în evidenţă strînsa analogie între 
proprietăţile suprafeţelor și suprafețelor neolonome. 

32. Introducerea noțiunii de suprafaţă neolonomă. O expresie diferen- 
tială 


Ma, Y, dz + u(x, y, zdy + v(z, Y, z) dz, 
unde à, p, v sînt funcţii! de v, y, z, poartă numele de formă Pfaff, iar ecuația 
adx + u dy + vdz = 0 (151) 


se numește ecuaţie Pfaff. 
Se știe, din teoria ecuaţiilor diferenţiale, că ecuaţia (151) admite o 
soluție 


F(x,y, z =C, (C = const.), (152) 
dacă — și numai dacă —este identic satisfăcută condiția de integrabilitate 
A[3E — Zr a2- 2] 2—2) 0. (153) 

z dy dx 23 


dy ðr 


În acest caz, despre ecuaţia Pfaff se spune că este complet integrabilă, 
iar (152) reprezintă o familie de suprafețe, suprafețele integrale ale ecuaţiei, 
printr- un punct din spaţiu (sau dintr-o anumită regiune a spaţiului) trecînd 
o singură suprafaţă integrală?. 

Ò ecuație (151), care nu este complet integrabilă, poate admite un număr 
-:- în general finit — de suprafeţe integrale, sau, niciuna. Aceste suprafeţe, 
dacă există, se obțin rezolvînd ecuaţia (153) în raport cu una din variabile, 
de exemplu, în raport cu z. O soluţie 


z = (29) (154) 


a ecuaţiei (153) satisface ecuația (151) numai dacă 


de — Ale y ols y] 29 — __ eiz y g (e, y) y) 
ðr v [z, y, ọ (zs y)] ðy vizele, y 


și atunci (154) reprezintă o suprafaţă integrală a ecuației (154). 


1 Ca de obicei, admitem că funcțiile care vor interveni în cele ce urmează sînt con- 

tinue şi au derivate parţiale continue în tot spaţiul sau într-o anumită regiune a spaţiului. 

3 Ecuația complet integrabilă (151) este echivalentă cu sistemul cu diferenţiale totale, 
complet integrabil, ? 
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Ecuația (151) defineşte însă, în cazul cînd nu este complet integrabilă, 
o infinitate de curbe, curbele integrale ale ecuației. În adevăr, să consi- 
derăm, de asemenea, o altă ecuație Pfaff 


Ada + Bdy + Cdz = 0, (155) 

A, B, C fiind funcţii de x, y, z, astfel că rangul matricii 
Apu vy 
or 


este 2 (deci à, u, v nu sînt proporţionale cu A, B, C). Sistemul constituit 
din ecuațiile (151) și (155) este echivalent cu sistemul diferențial 


E E, (156) 
a b c 
unde 
u y vY AÀ A g 
B C C A A pl 


otrivit teoremei de existență (şi unicitate) pentru sistemele diferen- 
Potrivit t d tență (ș tate) pent temele dif 
țiale de primul ordin, de formă normală!, integrala generală a sistemului 
(156) este dată de două ecuații de forma 


Filz, y, 2) = Cu, F(s, y, 2) = Ca, (Ci, Ca = const.), (157) 


rangul matricei funcționale 


1 2F, əF, OF, ! 
ðv y 803 
dz y 92 


a funcţiilor Fi, Fẹ fiind 2. 
1 Sistemul (156) poate fi scris (dacă, de exemplu, a Æ 0) sub forma 
dy b z 
— 9 
da a dz 


deci È se aplică teorema: 
Dacă funcţiile fi(£, Y1,---;Yn), (i= 41.) sînt continue şi au derivate parțiale de primul 
ordin în raport cu y,,.:-;Yn, continue, integrala generală a sistemului diferenţial 


d : 
Yi = = fil, YuesYn)y (i=1,...n) 
l dx 
este dată de un sistem de ecuaţii de forma 
Fi (a, Yis Yn) = Cis (Ci = const.). 


Funcţiile Fi au derivate parni de primul ordin în raport cu Yı, :--> Yn, continue, iar 
D {Fise EFn) 


nu se anulează (identic). 
D (Yis. dd 


determinantul funcţional 
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Numind congruență de curbe o familie de curbe depinzînd de doi para- 
metri, astfel că printr-un punct (al spaţiului sau unei regiuni a spaţiului) trece 
o singură curbă din familie, înseamnă că ecuaţiile (157) reprezintă o con- 
gruenţă! constituită din curbe integrale ale ecuaţiei (151). Cum funcţiile 
A, B, C — din (155) —sînt arbitrare, supuse doar condiţiei ca rangul matricii 


Au vy 
A BC 


să fie 2, deducem propoziția: 

Există o infinitate de congruenţe de curbe integrale ale ecuaţiei (154), prin 
fiecare punct M (x, y, z) (al unei regiuni a spațiului) trecînd cîte o curbă din 
fiecare congruenţă. - 

Cum apoi diferențialele dz, dy, dz pot fi considerate drept parametri direc- 
lori ai tangentei uneia din curbele integrale prin punctul M, iar ^, u, v drept 
parametri directori ai unei drepte D prin M, în virtutea ecuației (151) re- 
zultă că dreapta D este normală comună a tuturor curbelor integrale care trec 


prin M. Astfel spus: 


Planul Il reprezentat de ecuația 
A(X — a) + u(Y — y) + v(Z—2)=0 (158) 
este tangent tuturor curbelor integrale care trec prin M (x, y, 2). 


Mulțimea curbelor constituită din congruențele de curbe integrale ale 
unei ecuåții Pfaff (151), care nu este complet integrabilă, se numește supra- 
faţă neolonomă?, planul II, reprezentat de ecuaţia (158), fiind planul tangent 
în M(x, y, z) la suprafața neolonomă. Un punct ale cărui coordonate anu- 
lează coeficienții A, p, v ai ecuației (151) este un punct singular al suprafete 
neolonome. 


În vederea uniformizării notațiilor și scurtării scrierii, vom utiliza 
indici inferiori și superiori. Coordonatele v, y, z vor fi indicate prin zi, 
22, 23. Forma Pfaff A dx + p dy + y dz o vom indica prin? ds. Punînd i 
Îi ^s în loc de à, u, v, respectiv, avem 


ds = X à; dzi, (i = 1, 2,3). (159) 


1 Curba — din congruența (157) — care trece prin punctul Molto, Yo; 29) este repre- 
zentată de ecuațiile 


F(z, y, 3) = Fi(tos Yo» 2), Felz, Y, 2) = Falto, Yos Zo). 


Putem încă obține o curbă integrală a ecuaţiei (151), care să treacă printr-un punct 
Molto, Yor z0), dîndu-ne o funcție y = f(x), astfel că, pentru t= zg, avem y = f(to)= Yos 
şi determinînd integrala z = g(x) a ecuaţiei 


(Alz, f(e), 3] + ulz, flo), z {x)} dæ + vir, fix), zldz = 


prin condiția ca, pentru 2 = Tọ, să avem z = g(2o) = Zo- 
Curba integrală obținută este reprezentată de ecuațiile 


y = f(a), z = ala). 
2 În locul denumirii de suprafață ncolonomă unii utori utilizează denumirea 
complex de curbe sau aceca de varielate Pfaff. 
3 Această notație, care nu indică elementul de arc al unei curbe, a fost introdusă de 
acad. G. Vrănceanu. Unii autori folosesc notația o(d). 
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De asemenea, tot în vederea scurtării și simplificării scrierii, adoptăm 
convenţia de sumare a lui Einstein: ori de cîte ori într-un monom va apărea 
un indice literal de două ori (de obicei, o dată ca indice inferior și o dată 
ca indice superior, dar și numai ca indice inferior sau numai ca indice supe- 
rior), vom înţelege că trebuie făcută sumarea după acest indice (trebuie să 
sumăm monoamele ce se obţin din monomul considerat, atribuind succesiv, 
indicelui, valorile pe care le are de parcurs). În virtutea acestei convenţii, 
(159) se scrie 


ds = dai, (i = 1,2, 3). 


Pentru a putea distinge mai multe forme Pfaff, le vom indica prin dst, 
ds?, ds?,..., iar coeficienţii respectivi prin ret olt v AR 

Spaţiul euclidian cu trei dimensiuni fiind indicat prin Ez, se adoptă 
notația E3 pentru suprafaţa neolonomă definită de o ecuaţie Pfaff 


ds = dat = 0, (6=1,2,3). 


33. Metoda congruențjelor. Transformări de congruenfe. Pentru studiul 
unci suprafețe neolonome ceste indicată meloda congruenjelor, care constă, 
în esență, în raportarea suprafeței la două congruențe drept congruențe de 
bază. 

Să observăm, în primul rind, că, o suprafaţă neolonomă E2 fiind dată 
prin ecuaţia Pfaff 


ds? = dai = 0, (i = 1, 2, 3) „ (160) 
despre coeficienţii A putem presupune că verifică relaţia! 
XN = 1, (i= 1, 2, 3). (161) 


În această situație, în care punctele singulare sînt excluse din considerație, 
R A 2 + A i i 
ai sînt componentele versorului normalei în punctul M(ai) la suprafaţa 
ncolonomă. 


Să asociem acum suprafeţei (169) alte două forme Pfaff 
ds = M dai, (a = 1, 2; i = 1, 2, 3)? (162) 


1 
determinantul -A = ||, (a, i = 1, 2, 3), fiind diferit de zero (cele trei 
forme ds“ fiind independente). 


— 


3 


1 Dacă iniţial relaţia (161) nu este verificată, în locul ecuaţiei (160) considerăm 
ecuația echivalentă 


ds = 3 dri= 0, (i = 1,2, 3) 


unde 


3 
Vi = Ai 


Vi 


şi se vede că pă verifică relaţia (161). Suprimînd accentul, avem situaţia din text. 


(i, j= 1, 2, 3) 


Ipoteza relativă la funcţiile aĵ aduce simplificări în scricrea unor formule. 
2 Vom utiliza litere greceşti pentru indicii care iau valorile 1, 2 şi litere latine 
pentru cei care iau valorile 1, 2, 3. - 
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Vom indica prin ua elementele matricii inverse a matricii ||A ||, ceea 
ce înseamnă că avem relaţiile 
a i __ t a jo y i , 
Ni Mo = Òb, Ni pa = i, (162°) 
t . j z P > j i 
unde 3y este - -ca şi 8 — simbolul lui Kronecker (d, = 8 = 1 dacă a = b, 
i = j, şi d = dj = 0 dacă a Æ b, i Æ j)}, precum şi relaţia 
au =i, 
a , i 
u fiind determinantul | uaj- 
O congruență a suprafeţei neolonome (160) este definită de o ecuaţie de 
forma 


m ds = 0, (163) 
unde m, sînt două funcții de at, iar ds* formele (162). 
Ín adevăr, ecuația (163) — presupusă dată — se scrie, ţinînd seamă de 
(162), 


mad dai = 0, 


deci este de forma 


Aide = 0, (164) 
unde >; = mah, și conduce — împreună cu (160) — la un sistem diferen- 
tial 

dal dæ? da’ 
a e e 


Invers, să presupunem dată o congruenţă a suprafeței heolonome printr-o 
ecuaţie (164) ?. 
Înmulţind cu p}, ṣi sumînd după a, din sistemul 
ds = i dai 
obtinem’, în virtutea relațiilor (162’), 
A! dai = y} dst, 
1 Uncori se scrie, de asemenea, 4b sau day. 


2 Adică prin ecuaţia (164) şi ecuaţia (160) a suprafeţei ncolonome. 
3 Dezvoltat, aceasta înseamnă să înmulţim ambii membri ai fiecăreia din relaţiile 


ds! = }ldxi, ds? = dæi, ds? = dai 
cu ui, ui, ui respectiv: 
uj ds = aly] dxi, jds? = x uidzi, ui ds? = XA pă dai, 
şi să adunăm membru cu membru relaţiile obţinute: 
pi dat + pda? + pd? = (Mipi + ajui + Apuh) dei, 
ceea ce se serie scurt (în virtutea convenției de sumare a lui Einstein) 
pi dsa = Apă dai. 


Procedeul din text, utilizat frecvent, este deci o prescurtare a regulii lui Cramer. 
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adică (punînd i în loc de j și ţinînd seamă că ds? = 0) 
dai = ui dsa, (165) 
Așa fiind, (164) se scrie 
Mi pi ds = 0, 


deci este de forma (163), unde m, = À; pa. 

Dacă ecuaţia (163) se reduce la ds? = 0 (cînd m, = 0, mg Æ 0) sau 
la ds?! = 0 (cînd m, Æ 0, ma = 0), obţinem congruenţele definite, respectiv, 
de sistemele diferenţiale 


uo e pă 


parametrii  congruenţelor (parametrii directori ai tangentelor la curbele 
congruenţelor) fiind, respectiv, ui și ps. - 

Considerarea formelor Pfaff (162), adică a congruențelor ds? = 0 și 
dsl = 0, este, pentru suprafața neolonomă, ceea ce pentru o suprafaţă S 
este raportarea la două familii de curbe drept curbe coordonate. Vom spune 
că am raporlat suprafața neolonomă la congruențele ds? = 0 și ds? = 0 drept 
congruenţe de bază. 

Putem schimba congruenţele de bază, făcînd o transformare de congruenţe 
(o transformare de forme Pfaff) de forma 


ds'a = mg ds?, | mg] Æ 0, (166) 
coeficienţii mg fiind funcții de zi. 
Dacă 
ds’ = 1 dai 
sînt formele Pfaff ce se obţin prin transformarea (166), deducem formulele 
NE = mN. (167) 
Pentru a vedea cum se transformă u4, să observăm că (166) se pot încă 
scrie (ținînd seamă că forma ds? este păstrată) 


ds’! = mpd, 


3 3o 
m3 = m, = 0, m = 1, 


încît formulele (167) pot [i scrise - 


NI = miN. (163) 
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Pentru a = 3, acestea ne dau 
Vi = mh a? = mg N + mN, 
adică (deoarece mg = 0, m = 1) 
ai = N, 


în acord cu faptul CA, forma ds? este păstrată. 
Așa fiind, dacă u’, sînt elementele matricii inverse a matricii lall, avem 


Wiwo = òb, Vip =. (169) 
A doua grupă de relati (169) se scrie, ținînd seamă de (168), 
min ph = ò, 
de unde obţinem, înmulțind cu ui si sumînd după t: 


me 8? T Şi ui, 


adică (punînd a în loc de c și i în loc de J) 


iar de aici deducem 


precum şi formulele 
ui = meu, (470) 
după care se transformă pa printr-o transformare de congruenţe (166). 
Dacă indicăm prin m'g 3 elementele matricii inverse a matricii Il mg || avem. 
mgm’ B = 8, mgm'i = òg. 


Înmulţind cu m'ă şi sumînd după a, din formulele (166) obţinem formulele 
inverse 


ds = m'gds?. (171). 
În mod asemănător deducem formulele 

N = m'h N'?, (172) 

pi = m'Ê ph, (173) 


inversele formulelor (167) și (170) respectiv. 
34. Prima formă fundamentală. Ținînd seamă de (165) și punînd 
Haue = Eag | (174) 


deducem că pătratul elementului de arc ds al unei curbe a suprafeței neolo- 
nome este 


(ds)? = Ep ds% ds. (175) 
B 


26 
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Forma pătratică I = Ey ds" ds, în ds*, este prima formă fundamentală 
sau metrica suprafeței neolonome. - 

În virtutea relaţiilor (174), coeficienţii Æg sint simetrici în &, f: 

Eag = Egz- 

Prima formă fundamentală este pozitiv definită în orice punct regulat 
(nesingular) !. 

În ce privește unghiul a două tangente, de parametri directori dæi și dai, 
prin punctul M (æ), situate în planul tangent 

Ai (Xi aR xi) == 0, 3 


găsim ușor formula? 


și p 3 = 
COS yV = - ge a ee , (1 76) 
VEag dszds6 VEag Ssa ssh 


încît condiția de ortogonalitate a două tangente este 
Ezg ds ès? = 0. (177) 


ln particular, unghiul tangentelor la curbele prin M, care aparţin con- 
gruenţelor de bază ds? = 0 şi ds! = 0, este dat de formula 
E 
COS Q = i 
V Err Eza 
și deci congruenţele de bază sînt ortogonale dacă (și numai dacă)? 
DER m 0. 
Presupunînd că facem o transformare de congruente (166) şi indicăns 
prin Eag coeficienţii metricii faţă de noile congruenţe de bază, avem 
i i 4"Q 
Ezg = Wa t B. (178) 
În virtutea relaţiilor (173), deducem formulele 
s d 
Eag = man Eer, 


după care se transformă coeficienții metricii, printr-o transformare de 
congruente. 


1 În adevăr 


2 342 


aa Eea — Es = (ni ni) (han) — (pi ei) = (erea — pân)? (up ut 


! o 2 2 . 
+ (elu aluf)? = eat = e. 


2 În această formulă, sa = A? dai. Dacă am indica forma Pfaff A dai prin o% (d), 


atunci ar trebui să punem Ai dzi = wa (8). 
3 Relaţia E, = 0 reprezintă, dacă nu este identitate, o suprafaţă S. Curbele con- 
gruenţelor de bază, care trec printr-un punct (oarecare) al suprafeţei S sînt ortogonale. 
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Formulele inverse faţă de (178) sînt, cum se vede uşor, 
Esg = ma ma Ein - (179) 


Metrica însăși este invariantă în raport cu transformările (166), adică 
2 
avem? 


Ep dstdst = Ezp ds'ads'? , 
ceca ce pulem scrie scurt 
I=I. 


35. A doua formă fundamentală. Congruenţe asimptotice. Dilerenţiind 
în lungul unei curbe C a suprafeţei neolonome, din (160), obţinem 


d dai + X deai = 0. 


De aici, ţinînd seamă de formulele lui Frenet 


unde gi şi a'i sînt cosinusurile directoare ale langentei și normalei principale 
în M(zi) la curba C, și indicînd prin 0 unghiul normalei principale cu nor- 
mala în M la suprafaţa neolonomă, deducem formula 


cos 0 ddzi 
ali anii (as? (180) 
Însă 
3 3 2; i j a; i 3 a: d 
didat = — dai dai = — ua ug ds* dst, a 
xi dxi TI 
încît, punînd 
pa 
R - i 
dai ij 
— zg Hte = Dar (181) 
din (180) obţinem formula 
Ara Dand uak (182) 


= E] 
P Eapds* ds% 
i ~ ` v i . A . .. 
care exprimă curbura normală — a curbei C în M (curbura secțiunii normale 


p . 
tangente în M la C), în funcţie de prima formă fundamentală și de forma 
pătratică II = Dagdse ds?, a doua formă fundamentală a suprafeţei neolonome. 


1 (179) se obţin din (178) înmulţind cu mă me şi sumînd după «& şi 8. 
2 Cum se verifică uşor, ţinînd seamă de (166), (173) şi (174). Acest fapt este în acord 
cu semnificaţia geometrică a metricii. 


28* 
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IENE 


Punctele în care coeficienţii formelor I și II sînt proporţionali: 


En _ Pa Poe 


1 
z (Di: + Da) d 


se numesc puncte ombilicale ale suprafeţei neolonome. 
ntr-un punct ombilical, curbura normală corespunzătoare oricărei 
tangente (oricărei curbe) a suprafeţei neolonome, prin acest punct, este 
aceeaşi. 
Dacă 
; OAS p 


D G e adie 3 
se Qi Ha bă 


sînt coeficienţii celei de-a doua forme fundamentale în urma transformării 
(166), se găsesc ușor formulele 
Lă fe N 
Dag = Ma mg Di, (183) 


precum și formulele inverse 


Dag = ma Mmg Dam: (184) 

A doua formă fundamentală este invariantă față de o transformare de 
congruențe (166). | 
Formele I și II fiind invariante față de o transformare de congruenţe, 


w 1 s a pd {w 
curbura normală — este, de asemenea, invariantă față de o astfel de trans- 
e 

formare, în acord cu semnificaţia geometrică a curburii normale. 

Un punct este hiperbolic, parabolic sau eliptic, după cum, în acest punct, 
discriminantul Das Dao — (Diaz + Da), al formei II, este negativ, nul sau 

+ 

pozitiv. 

Ecuația 


obținută anulînd forma II, reprezintă două congruenţe ale suprafeței neolo- 
nome, congruenţele asimptotice, în lungul curbelor cărora, în virtutea formulei 
(182), curbura normală este nulă, deci planul osculator coincide cu planul 
tangent TI. 


Observaţie. 'Ținind seamă de (181), deducem „fără nici o difi- 
cultate relaţia 


a [0a 93 aa aai ai 03 
Dia — Da = "E (2 — 23) +A A a) +i m], 


In consecință, pentru ca ecuaţia (160) să reprezinte o suprafaţă. neolo- 
nomă, este necesar și suficient ca coeficienţii Dag — ai celei de-a doua forme 
fundamentale — să nu fie simetrici în indicii a, B. 
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Cazul olonom, cînd ecuaţia (160) reprezintă o familie de suprafeţel, 
este deci caracterizat prin condiţia 


Dia = Da. 
36. Curburi principale, curbură totală, curbură medie. Congruenţe prin- 


cipale. Intocmai ca în geometria suprafeţelor, găsim că, pentru valorile 
extreme ale curburii normale?, avem 


T esa Du ED Dn ai e aa, dee 


= 186 
o Ends + Bed? Ends + Ep ds (186) 


unde 


PI a Ai 
Di = Da = 5 (Pie + Da). 


Deducem că valorile extreme ale curburii normale, curburile principale, 
sînt date de ecuația 


A] D 1 Lă 1 
(Ei Ez — Ei») ma (Ei Dap g 2E12Di2 + Ez Dan) a + 
+ (Diu Da — D3) = 0. 


Numind (ca și în teoria suprafeţelor) curbură medie, FI, şi curbură 


(187) 


v . 1/1 1 . 1 . PO 
totală, K, semisuma S> + 5 și produsul —- - al curburilor principale, 


Pa Po Pa Po 
avem 
yH = En Dea — En Due + En Du, (188) 
2 (Ea Ees — E42) 
2 
K = Du Das S, Dia E, (189) 


En Ea — E 


Curbura medie și curbura totală sînt invariante față de o transformare 
de congruenţe (deoarece curburile principale au această proprietate). 
Relaţiile (186) ne spun că o suprafaţă neolonomă posedă două congruenţe 
în lungul curbelor cărora curbura normală este maximă sau minimă, congruen- 
tele principale, date de ecuaţia 
D, ds! + Dus ds? _ Das ds! + Das ds? 
Fyn ds! + Ezad? En dst + Es ds? 
Scriind această ecuație sub forma 


(Ea Dio — Ei Dan) (dst)? + (Ea Doe — Ez Dia) ds! ds? + 
+ (E2 Do2 — Eos Duz) (ds?) = 0, (191) 


se constată ușor, ținînd seamă de (177), că congruențele principale sînt orto- 
gonale. ; 


(190) 


1 Consideraţiile precedente, ca și întreaga teorie ce urmează, se aplică şi în cazul 
olonom. E 

2 Excludem din consideraţie punctele ombilicale. În acest caz (şi numai în acesta), 
ecuaţia (187) are rădăcinile egale. 
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37. Tangente conjugate. Congruenţe conjugate. Să considerăm o curbă 
prin punctul M (zt), aparţinînd suprafeţei neolonome și tangentă în M unei 
tangente date D, a suprafeţei neolonome, de parametri directori dai. Planele 
tangente II (ale suprafeţei neolonome), în lungul curbei, constituie o familie 
de plane depinzînd de un parametru şi — ca atare —— înlășoară o suprafaţă 
desfășurabilă, ale cărei generatoare sînt caracteristicile planelor II. 

Caracteristica A a planului tangent în M este dată de ecuatiile 


(Xi — si) = 0, 
dX (Xi — ai) —N dai = 0, 
sau, ținînd seamă de (160), de ccuațiile 
N (Xi — si) = 0, 
dN (Xi — zi) = 0. 


Indicînd prin 8ai dilerenţialele coordonatelor zi în lungul lLangentei A, 
pe care o vom numi conjugata tangentei D, condiţia de conjugare se serie 


dN dai = 0 
sau 
Dap dê às = 0. (192) 
Așadar: 


O suprafaţă neolonomă determină într-un fascicul de tangente o omograție 
(192), care nu este involuţie decît în cazul olonom; tangeniele unite (auto- 
ronjugale) sînt langentele asimptotice prin centrul fasciculului. 

Considerind o congruenţă C, 

m, ds* = 0, (193) 
a suprafeţei neolonome, putem determina o altă congruență F a suprafeţei, 
astfel încît tangenta în punctul variabil M (at), la curba prin M a congruen- 
ţei C, să aibă drept conjugată tangenta în M la curba prin M a congruen- 
tei I. Despre F spunem că este congruenţa conjugată a congruenţei C. Ordo- 
nînd după dst, ds, (193) și condiţia de conjugare (192) se scriu 


ma dsl + m ds? = 0, 
Dı 85% dst + Daa Òs% ds? = O, 
de unde obținem (punînd d în loc de 3) ecuaţia 


(ma Dap —- ma Da) ds* = O, 194) 


a congruenţei IL, conjugată congruenţei C. 
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38. Congruenţe de curbură. Pentru ca normalele în lungul unei curbe 
-- aparţinînd unei congruenţe C — să genereze o suprafaţă desfășurabilă. 
irebuie să avem (cum se ştie din teoria suprafețelor destășurabile) 


dal dæ? da 


A3 N a (e); (195) 
AR è dë dR 
ceea ce se mai serie, înmulţind cu determinantul p = lui E 


uida; pd | 
i die tat] 
sau 


Dia ds” Da, ds* 
Eind E, ds* 
Punînd pentru prescurtare 


Dia Eog = Da, Erg az Gu» 


= 0. (1957) 


deducem că ecuaţia (195°) a congruenţelor în lungul curbelor cărora normalele 
generează suprafeţe desfășurabile, congruențele de curbură, se scrie 


G p ds* ds = 0. (196) 


Congruenţele de curbură nu sînt ortogonale decît în cazul olonom, cînd 
coincid cu congruenţele principale. 


39. Curbură geodezică, torsiune geodezică. Torsiune medie, lorsiune totală. 
În punctul M (a i) al unei curbe, aparţinînd unci congruente a suprafeţei 
neolonome, să considerăm triedrul lui Darboux- Ribaucour, format din 
tangenta la curbă, normala tangențială şi normala suprafeței, cu verso- 
rii 7, £, Ă, respectiv. Întocmai ca în teoria suprafeţelor, se obţin formulele 
(s fiind arcul curbei) 


d? — £ Da 
ds Py P 
dg T n m 
a EE AS 197 
ds Pg g ( 
da ___£_e, 
ds P T 
4 x in 0 e{ť . 1 
unde FI este curbura normală, Ra S2- este curbura geodezică, iar e 
g g 


dO 1 ° . v . w e ~“ că nd a j 
R Ta torsiunea geodezică sau relativă a curbei [a cărei torsiune în M 
x 


este 7) 
T 
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Rezultă că torsiunea geodezică este dată de formula 
1 (ds ñ, dA) 
Ta da? 


care se mai scrie 


N pi: X |. 
AN d dN | 
Ținînd seamă de un calcul făcut mai sus şi de relaţia A = >» obţinem 


formula 


s* ds? 
3 Gads d i (198) 


analoagă cu (182). 

Deducem că liniile de curbură sînt caracterizate (ca şi în cazul olonom) 
de faptul că, în lungul lor, torsiunea geodezică este nulă. 

Ținînd seama că, printr-o transformare de congruente (166), Gap se 
transformă după formulele 


Gay = m: ma M Gen, 
unde m este determinantul Im], iar determinantul à = |$| după. formula 
A = my, (199) 


w hx . vu 1 Ad ad v A 
deducem că torsiunea geodezică — este invariantă în raport cu o transformare 
de congruenţel. 


Pentru valorile extreme ale torsiunii geodezice avem 


A Guds! + Gids? _ Gn ds! + Gods? (200) 
AT E, ds! + E; ds? Es ds! + Eza ds? 
unde 


. , 4 
G= Ga = (Gie + Ga). 


Relaţiile (200) ne spun că o suprafaţă ncolonomă posedă două congruenţe 
în lungul curbelor cărora torsiunea geodezică este maximă sau minimă, 
congruenţele de torsiune, date de ecuaţia 


Gu ds! + Gods? _ Ca ds? + Gag ds? , (201) 
Ends! + Eva ds? En ds! + Esg ds? 


despre care constatăm ușor, ținînd seamă de (177), că sînt ortogonale. 


1 Acest fapt reiese, de asemenea, din formulele (197). 
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Din (200) deducem, de asemenea, că valorile extreme ale torsiunii geo- 
dezice, torsiunile principale, sînt date de ecuaţia 


1 , 1 
(En Ese — Eia) 3 + A (EnG —2E,2G12 + EnGu) — + 


+x (GG a G32) = 0. (202) 
Numind torsiune medie, Tm, şi torsiune totală, T}, semisuma ea = + = 
Ti Te 


şi produsul eral torsiunilor principale, avem formulele analoage cu (188) 


TiTa 
şi (189) 


Ess Goa — 2E1eGa + EG 
TO — Duo 12 712 201, 203) 
m 2 (En E22 — Eje) l 
'2 
T, = 2 Gu Gs — Gas x (204) 


En Es — Ei: 


Torsiunile principale fiind invariante în raport cu o transformare de 
congruenţe, Tm și T, sînt alți doi invarianți ai suprafeței neolonome. 
Printr-un calcul uşor obținem pentru Tn formula simplificată 


Tm = —Ż (Di2 zic Da), (205) 


de unde rezultă că suprafeţele neolonome sînt caracterizate de faptul că au 
torsiunea medie diferită de zero. 


40. Formulele lui Rodrigues. Curbura lui Gauss. Din (195) deducem că, 
în lungul unei linii de curbură, avem 


dai = phR-+qdh. 


Înmulţind cu à} şi sumînd, precum și cu dzi, sumînd și comparînd cu 


Așadar, pentru liniile de curbură sînt valabile formulele lui Rodrigues 
d + pd =0, (206) 


"unde p este raza de curbură normală corespunzătoare liniei de curbură în 
uzi) căreia sînt calculate diferenţialele dsi și d. 
Se numește curbura lui Gauss, X, într-un punct. M, produsul curburilor 


1 A = Ec & f 
normale —> — , corespunzătoare liniilor de curbură ce trec prin M. 


Să considerăm — pe sfera de rază unitate cu centrul în origine — indi- 
catoarea normalelor suprafeței neolonome, punctul (zi) avînd drept imagine 
punctul (79). Imaginea triunghiului 7 ale cărui vîrfuri sînt punctele (zi), 
(at + dai) şi (zi + dai), diferenţialele dai și èst fiind calculate în lungul 
liniilor de curbură ce trec prin (zi), este (dacă ne limităm la cantităţi de 
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primul ordin) triunghiul C, ale cărui virlù sînt punctele (23), (àf + di) şi 
(A3 + 833). Proiecţiile pe planul 23 = 0 ale triunghiurilor T și “€ au respectiv 
ariile 


A | azi 8a — da? 8a? |, L | dX BN — dX SX |. 


Tinînd seama de (206), deducem — în ce privește ariile $ și S ale 
triunghiurilor Ç și T — formula 
i 1 
lim —= E 


dxi, xi 0 S le'e”] |a | 


care ne dă, pentru curbura lui Gauss a unei suprafeţe neolonome, o interpre- 
tare arialoagă cu cea din cazul olonom. 


41. Forma canonică a metricii. Calculul curburii lui Gauss. Expunerea 
de pînă acum învederează analogia, precum şi unele deosebiri, între teoria 
suprafeţelor neolonome și teoria suprafeţelor. Unele din formulele și ecuaţiile 
de mai sus se scriu mai simplu, dacă reducem metrica suprafeţei neolonome 
la o anumită formă canonică. 

Presupunînd că metrica are forma generală 


I = Eg ds* dsb, 
unde E, Æ 0, să facem transformarea de congruenţe (rotația) 
ds'l = cos w- ds! + sin w-ds2, 
ds? = — sin o*dsl + cos ©- ds?, 


© fiind o soluţie a ecuației 


(207) 


— 2s 
En — Er 
Deducem Ei = 0, încît congruenţele ds? = 0 şi ds’! = 0 — la care 
rezultă raportată suprafața neolonomă — sînt ortogonale, iar metrica devine 
1 = E (ds? + Ep (ds"°?}. 
Făcînd acum transformarea 
ds"? = VE, ds, ds”? = YE ds?, 
obținem pentru metrică (suprimînd accenţii) forma canonică 
I = (ds)? + (ds?) (208) 
Cum în acest caz avem 
Eag = ha Hh = Sap: | 
adică o 
| ii = l, pi =, 
inseamnă că pi și ui sînt componentele versorilor tangentelor la curbele celor 


două congruenţe ds? = 0 și ds! = 0, la care am raportat suprafaţa. 
Avem, de asemenea, = 1. 
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Op SE E AA SE E EE EEE A ENNO AE A E O A E ASE 
= 


În adevăr, pe de o parte, A, invariantă — ca și ui — prin (166), verifică 
prin ipoteză condiţia AA? = 1, pe de altă parte, avem 


4 « 
A => a Lipă -— uâut) + (ea — papa)” + (ei — papi] = 


1 
B 


[(uipi) (uui) — (uiui)?l, 


astfel încît, ţinînd seama de forma canonică (208) a metricii, deducem p? = 1, 
deci și A2 = 1, de unde A = + 1. Cum însă, prin (166), A se transformă după 
formula (199), dacă A = — 1 este de ajuns să luăm 


M Pimi 2 — 
m! = 1, m = m = 0, m=—l, 


sau să schimbăm congruențele de bază între elel, pentru a avea A = + 1. 
Putem de altfel presupune de la început că formele Pfaff dse = 77 dzi 
sînt alese astfel încît determinantul | z$ | este ortogonal? şi are valoarea + 1, 


deci avem 
boa aa — 9.. 
AIAL = 000, AFA = ij. 


1 Făcînd transformarea 
7 , 
- dat ds?, ds 2 — ds!. 


2 Pentru a realiza această situaţie, utilizăm procedeul de ortogonalizare al lui Gram: 


Schmidt: fiind date formele Pfaff ds = àF dal, deci vectorii AȘ (a fiind indice de numero- 
tarea vectorilor, iar i indice de numerotarea componentelor vectorilor), și presupunînd 


că A? este normalizat (Af este versorul normalei la suprafaţa neoloncmă}, considerăm vec- 
torul a -+ ar şi determinăm funcția a (zx!, z2, 23) astfel încît acest vector si 23 să fie orto-. 
gonali (produsul lor scalar să fie nul): 


(aF + ah) aĵ = 0. 
Deducem 


9 
a = — A 22. 


. v 2 «i * 4 - 2 > i N (a 
Normalizăm acum vectorul Aj —- (a$ a5) i şi fie Xĵ vectorul obținut, ceca ce 


înseamnă că 
2.72 2.43 
AFAT = 1, NIAN =O. 


b ~ 2 e tany o. = 
Acum considerăm vectorul A! + ba’? + ca? şi determinăm funcţiile b (zl, ză, x?) și 
a a sp 2 e ` 
c {x!, z?, x3), astfel încît acest vector să fie ortogonal cu Aj și 23: 


(ALHOR Haam, ALG ag)? = o. 
Deducem 
b = -A A, e= 
Normalizăm vectorul à! — C —- (A 25) 23 gi fie XA! vectorul obţinut, deci> 


VI? = VII = 0, XII = 1. 
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Deducem 


ceca ce înseamnă că matricea ||ui||, inversa matricii ||AȚ||, este totodată 
pa pupe acesteia, deci ortogonală, iar p = + 4. 
n consecinţă 


Exp = pati = Bng, 


deci metrica suprafeței neolonome are forma canonică (208). 
n această situaţie, formulele (182) și (198) se scriu, respectiv, 


Dag ds* ds8 


== (209) 
p (dst)? + (ds?) 
1. _ Pa (ds)? — (Da — Das) dstds? — Dys (ds) (210) 
79 (ast) + (des) 


ecuaţiile congruenţelor principale, de curbură și de torsiune devin, respectiv, 
(Die + Dai) (dst)? — 2( D11 — Doo) dstds? — (Dao + Das) (ds?) = 0, (241) 

Das (ds)? — (Di1 — Dao) dstds? -— Dao (ds?) = 0, (212) . 

(Das -— Das) (dst)? + 2(Dia + Da) dsids? — (Das — Da) (ds?) = 0, (213) 


iar invarianţii H, K, Tm, T, sînt daţi de formulele 


1 
H = FY (Dii + Pa), (214) 
7 1 
K = Dir Dz — — (Die + Da), (215) 
1 1 
Tm = tr (Di2 — Da)» (216) 
, 1 a va i 
Ti = — Di Da se e (Du — Da), (217) 
de unde rezultă relația 
H2—K = 13 —T 


Putem exprima curbura lui Gauss cu ajutorul invarianţilor H, K, Tm, Te- 
Cui A a A SI a a 
Să indicăm în acest scop prin la) ȘI (=) rădăcinile ecuaţiei (212), a con- 


gruenţelor de curbură. Avem 


[+ =) + dsi 4 Du — P =x Dos R d ds! d a Da 
[za z zi i 


ds? Da ds?) ` lase 
încît, pinînd seamă: de (209), deducem pentru curbura lui Gauss formula 


x = Das Dao — Dao Da: (218) 
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De aici și din (214), (215), (216) şi (217) obţinem formulele 
x = K + T2 
H = T: + H2. 


Deducem că, în cazul olonom (și numai în acest caz), curbura lui Gauss 
coincide cu curbura totală și că, pentru suprafeţele neolonome minimale (pentru 
care H = 0), curbura lui Gauss este egală cu torsiunea totală. 


(219) 


42. Formula lui Euler, formula lui Bonnet. Indicatoarea lui Dupin. 
Metrica suprafeţei neolonome avînd forma (208), printr-o rotaţie! putem 
reduce la zero coeficientul D13 + Da al celei de-a doua forme fundamentale. 

În acest caz avem 


Tm Pe Dis, 
iar formulele (209) și (210) devin 
4 _ Dia (ds)? + Da (ds)? 


a Aa viu, AA (220) 
e (ds) + (ase) 

A _ __ Paaţdst) + (Du — Pas) ds'ds? + Dualds) (221) 

zg (ds1)? + (ds2)2 


Din (220) deducem că Du, şi Doz sînt, respectiv, curburile principale 
— şi — corespunzătoare, congruențelor principale ds?=0 şi dsi=0, la care — în 
A Pa 


urma rotației efecluate — este raportată suprafața ncolonomă. 
Punînd 


de iz cos E za sin 
ds P> ds ?» 


Don rpa (222) 
e Pı P2 
i — Ta + [— REA sin ọ cos 9. (223) 
Ty P2 f1 


Formula (222) este formula lui Euler, iar (223) formula lui Bonnet pentru 
suprafețele neolonome. 

În loc să reducem la zero coeficientul Dia + Da, în forma IÍ, putem 
reduce la zero — printr-o rotație? — coeficientul Dı — Das în (221). 


1 Rotaţia (207), unghiul œ fiind o soluţie a ecuaţiei 


Ea A 
Du Su, Dao 
> Rotaţia (207), unghiul we fiind o soluţie a ecuaţiei 
ta 9 Doz E Du 
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În acest caz, formulele (220) și (221) devin 


1 _ Duda)? + (Dia + Da) ds! ds? + Dude 


E PA 
e (d)? + (ase) (22%) 


4i ae Dau (ds)? — Due (ds?)? f (225) 
Tg (ds1)2 + (ds?)2 


Observînd că suprafaţa neolonomă este raportată acum la congruenţele 
de torsiune, din (205) rezultă că Da, și — Dao sînt respectiv torsiunile princi- 


INI, | z i 
pale — și — (corespunzătoare congruenţelor de torsiune ds? = 0 şi dst! = 0, 
Ti 


T2 
respectiv). Ținînd apoi seamă că 
H = Dı 
și punînd (ca mai sus) 
ds! ds? 


— = cos — = sin 
ds ” ds P 


din (224) și (225) obținem formulele 


tesh + Zac sino coso, (226) 
e Ti v2 
1 R cos? ọ i sin?ọ l (227) 
Tg Ta Ta 


analoage cu formula lui Bonnet și formula lui Euler. 
Dacă punem 


& = Viplicose, n= Vi plsing, 
formula lui Euler (222) ne dă ecuația 


LSE (228) 
P1 P2 


a indicatoarei lui Dupin — a curburilor normale în punctul (zi) al supra- 
feței neolonome. 
De asemenea, punînd 


& = Visglicose, n = Vlzgl-sine, 
din formula lui Bonnet (223) obtinem ecuația 
F 1 1 
Tm(82 + nP) + (> En = ei, 4229) 


Pa Pa 


a indicatoarei torsiunilur geodezice. 
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Dacă plecăm de la formulele (226) şi (227), pentru indicatoarea curbu- 
rilor normale și indicatoarea torsiunilor geodezice obţinem, respectiv, 


ecuaţiile 


HI (2 + a + (= = 41, (230) 


E leu di (231) 
k! Ta 
Se vede că discriminantul indicatoarei curburilor normale şi al indica- 
toarei torsiunilor geodezice sînt, respectiv, (în afara semnului) curbura 
totală K şi torsiunea totală 7,. Axele de simetrie ale celor două indicatoare 
— într-un punct (zi), în care K și T, sînt nenule — sînt respectiv tangentele 
la liniile principale și tangentele la liniile de torsiune, iar asimptotele sînt 
tangentele la liniile asimptotice şi tangentele la liniile de curbură ce trec 
prin punctul (zi) (centrul comun al indicatoarelor, considerate în planul 
tangent). 
Deducem propoziţia: 


Congruenţele principale bisectează sistemul de congruenţe asimptolice, iar 
congruenţele de torsiune biseciează sistemul de congruenţe de curbură. 


43. Formula lui Enneper. Observăm că formula lui Bonnet (223) se poate 
încă scrie 


FER 1 1 tge A 
APE ae ÎS ei i 232 
to o Ie = e: + tg e dala, 


1 1 
Ținînd seamă că torsiunea T și torsiunea apogezioh e Mutu punct M 


al unci linii asimptotice sînt egale şi că unghiul care detest tangenta 
la linia asimptotică este dat de formula 


pp =— 2, 
Pı 
din (232) obținem formula lui Enneper pentru suprafețele neolonome 
1. = TakV—K. (233) 


T 
F T E 2ă e o a us NE tăia ru ie 
Indicînd prin PANT torsiunile — în M —- ale celor două linii asimpto- 


tice prin M, din (233) deducem formula 


1/1 1 
o +| =T 234 
| 2 E a) ms (404) 
recun și 
i E —T E -—T |= K 
(7 m) (7 | m) l 


adică, tinînd seamă de (234) și de prima formulă (219), 


1 
cen = 3% 235 
q7 pr K ( 5) 
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i, E i, e a a 
SR RT = 


EXERCIŢII 


1. Să se exprime curbura normală (în punctul curent) pentru suprafeţele 
generate de tangentele, normalele principale și binormalele unei curbe, 
cu ajutorul curburii și torsiunii curbei. 

Indicaţie. Se ia arcul c al curbei drept unul din parametri. 


2. Să se exprime curbura normală în punctul curent al suprafeţei polare 
și desfășurabilei rectificante ale unei curbe, cu ajutorul curburii și torsiunii 
curbei. 


3. Să se determine liniile parabolice (constituite din puncte parabolice) 
ale suprafeţelor 


FP = Bir uw?) + (u + v)k, 
z = Ba. 


4. Să se determine punctele ombilicale şi să se calculeze curburile prin- 
cipale în vîrfurile elipsoidului 


Indicaţie. Vîirfurile sînt punctele A (a, 0, 0), A’ (— a, 0, 0), B(0, b, 0), 
B' (0, —b, 0), C (0, 0, e), C’ (0, 0, —c). 


Se va folosi reprezentarea parametrică 
E . z . E = > 
F = acosusinvt + bsinusinvj + ccosvk. 


5. Să se calculeze curburile principale îi vîrfurile hiperboloidului cu 
o pînză 


şi în vîriurile paraboloidului 
2 + £= 2z. 
P q 


Indicaţie. În ceea ce privește hiperboloidul cu o pînză, se va folosi 
reprezentarea 


F = acosuchyi + bsinuchyj + cshvk. 


6. Să se calculeze curburile principale, precum și curbura totală și 
curbura medie, pentru suprafaţa de rotaţie 


F = e (u) (cosvi + sinvj) + V(u)k. 
R. Curburile principale sînt 
1 y 1 _9(y'—0") 


a PEE pA pe PPHP 
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7. Să se calculeze curbura totală şi curbura medie pentru suprafeţele 
F = u cosvi + usinvj + (u + ok; 


= 3u + 3uv2 — u’, y = 3v + 3Bu?v — vè, z = 3(u? — v?); 
3 
zum +È, y= vut, z = 2uv; 


7 = a chu cosvi + achusinvj + buk; 
. F = ashu cosvi + ashusinvj + buk; 
r = et cosvi + eusinvj + uk. 


8. Să se calculeze curburile principale și curbura medie a elicoidului 


desfășurabil 
F = a(cosv — u sinw) i + a(sinv + u cos v) J +ra(u+o)ă. 
9. Dacă metrica unei suprafețe are forma lui Cebîṣev 
ds? = du? + 2 cos Q dudv + dv?, 


curbura totală a suprafeței este 


Ow. 
sinQ 


10. Să se determine liniile asimptotice şi liniile de curbură ale elicoidului 
drept cu plan director. 


11. Aceeași problemă pentru suprafeţele 
P=ui+(u+o)j+(u+ă, 
F = u cosvi + usinvj +Ž4. 
I2. Să se determine liniile asimptotice ale suprafeţelor 
F = u(1 + uv) i + u? (1. uv) j + u (u? + v) k; 
F= u cosvi + usinvj + Sk; 


F = (1 + u) cosvi + (1 — u) sinvj + uk; 

F = a chu cosvi + achusinvj + buk; 

F = e’ cosul + e’sinuj + vk; 

F = (3u + 3uv — u?) i + (3v + 3u?v — v?) J + Guvk; 


z = Hth) = 2(izu)v 


P 125 U; 
1+% 14e 


z = a (1 + cos u) cotgv, y = a (1 + cos u), z = ==. 
cos Y 
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13. Să se arate că raportul curburilor principale într-un punct al supra- 
feţei ce se obţine rotind o parabolă în jurul directoarei este constant. 
Să se determine liniile asimptotice ale acestei suprafeţe. 


Indicaţie. O parabolă situată în planul y = 0, simetrică faţă de Oz și 
avînd pe Oz drept directoare, are ecuaţiile 


y = 0, z2 = 2px — p°. 


Ecuația suprafeței S, obținută rotind această parabolă în jurul direc- 


toarei, este deci 
2 = 2p è + yë — p. 
Punînd 
æ = u cosv, y = usinv, 
obținem 
z = 2pu — p°. 
t? + p? 


Dacă în sfîrşit punem z = î, deducem u = , încît ecuaţiile para- 


metrice ale suprafeţei S sînt 


2 2 t2 2 
pe +P cos v, y = p 


sinv, z = łŁ. 


14. Să se determine liniile asimptotice și liniile de curbură ale supra- 
feței minimale a lui Enneper 


F = (3u + 3uv? — u?) i + (3v + 3u?v — v?) j + 3(u? — v?) À. 


Să se arate că liniile asimptotice sînt elice, iar liniile de curbură sînt 
curbe plane. 


15. Pentru ca o suprafaţă să fie con cu vîrful într-un punct My, al cărui 
vector de poziţie este Fo, este necesar și suficient ca vectorul de poziţie al 
punctului curent al suprafeţei să verifice o ecuaţie cu derivate parțiale de 
ordinul întîi de forma 


aF, + bF, + c (F — Fo) = 0. 


Indicaţie. Se presupune întîi că Mọ coincide cu originea, cînd 79 = 0, . 
încît ecuaţia din enunţ se scrie 


a, + bF, + cF = O. 

După rezolvarea problemei în acest caz, se efectuează translația 
O =P o 

16. Să se calculeze curbura medie a pseudosferei 


. . . u 
æ = Q&Q SINU COSV, Y = asinusiny, z = a (cosu + log tg). 


Proprietăţi rigide ale suprafețelor 419 


Să se determine liniile asimptotice ale pseudosferei și să se arate că, 
dacă se consideră v drept parametru în lungul unei asimptotice, iar origi- 
nea arcului s pe asimptotică este punctul corespunzător valorii v = 0, s este 
dat de formula 
| s = av. 


Să se arate că liniile asimptotice ale pseudosferei au torsiunea constantă. 
1 

R. H = — cotg 2u. 
a 


Ecuația liniilor asimptotice este 


v = C + logtg zi 
17. Se dă suprafața 


= sinu sin v, y = sin u cos v, Z = cosu + log tg > + f (9). 


19. Să se arate că liniile asimptotice se pot obţine prin cuadraturi și că 
arcul pe o asimptotică, de la punctul în care asimptotica este tăiată de curba 
= 0, este dat de formula 


sf Va PP. 
0 


Să se calculeze unghiul curbelor v = const. cu liniile asimptotice. 
2°. Să se determine liniile de curbură. 
3°. Să se arate că formula lui Euler se scrie pentru suprafața dată: 


4 9 sin (u + ọ) sin (u — 9) 


— 2 m t’ 


4°. Să se calculeze curbura totală și curbura medie. 


Re pT TF dies 05 u ei 
nu 


sI 
2°. v = const., log tg * + { (v) = const. 


PE RR = ERE cotg 2u. 
14t” 1447 

18. Fie suprafața generată de cercurile tangente în origine axei Oz şi 
care se sprijină pe dreapta din planul z = 0, paralelă cu Oy, la distanța 2a 
de această axă. 

Să se determine liniile asimptotice și liniile de curbură ale suprafeței și 
să se arate că liniile de curbură sînt cercuri. 


4. K = — 


Indicaţie. Se consideră drept coordonate curbilinii unghiul v pe care 
diametrul OM al cercului generator îl face cu Oz și unghiul u pe care 
raza NP, care unește centrul cercului generator cu punctul curent P al 
acestui cerc, îl face cu raza NM. 


27* 
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R. Ecuația suprafeţei fiind 


F = a(l + cosu) i + a(i + cosu) tgvj + a ==}, 
Cosv 
se găsește că cele două familii de linii asimptotice au respectiv ecuaţiile 
u C T v 
tg — = ——tg|— + —ļ, (C = const. 
83 sinv caz] ), 


iar cele două familii de linii de curbură ecuațiile 


v = const., V = arc cos [e cotg =) (C = const.). 


19. Să se demonstreze că, dacă o linie geodezică este totodată linie 
asimptotică, esta dreaptă. 

De asemeneă, dacă o linie geodezică este totodată linie de curbură, 
este plană. 5 


Indicaţie. Se folosesc formulele de definiție ale curburii normale, curburii 
geodezice și torsiuriii geodezice. 
20. Curbele coordonate v = const. ale unei suprafeţe sînt drepte (deci 
suprafața este riglată) dacă și numai dacă sînt îndeplinite condiţiile 
L = 0, (NFfuu) = 0. 
Indicaţie. Se ţine seamă de problema precedentă. 
21. Condiţia necesară și suficientă ca o suprafaţă să fie riglată este ca 
normala în punctul curent al fiecăreia din liniile asimptotice ale uneia din ` 


cele două familii să rămînă paralelă cu un plan fix (diferit — în general — 
de la o linie asimptotică la alta). 


Indicaţie. Presupunînd că suprafaţa este raportată la liniile asimptotice, 
se consideră normala în lungul uneia din liniile asimptotice v = const. 
Vectorul F, X F,, rămînînd paralel cu un plan fix, este perpendicular pe 
vectorul normal â(v) al acestui plan, deci 7,,F, și â(9) sînt coplanari. 
Derivînd condiţia de coplanaritate și ţinînd seamă că L = N = 0, rezultă 
F, = A (u, v)ăâ(v) etc. 

22. Să se determine coeficienţii a, b, a', b’ în sistemul 

Puu = af, + bf, 

æ LI 1- 

Po = aF t bF, 
verificat de vectorul de poziție F(u, v) al punctului curent al unei suprafețe 
raportate la liniile asimptotice.. 


R. aA = CE, — F (F, — 7). bA = E(F, — FE 


a'A = G „a FG, W'A = 7 EG, —F (F, —%), (A = EG —F?)1. 
1 Dacă utilizăm simbolii lui Christoffel, avem 


ojt 1 2 
a = | 22|; Wa | 


2 = 
d=] AL a = 
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23. Să se demonstreze teorema lui Monge relativă la normalele la o supra- 
faţă, în lungul unei linii de curbură C; 1°, utilizînd proprietatea tangentelor 
principale într-un punct, de a fi tangente conjugate ortogonale, precum și 
proprietăţile evolutelor unei curbe în spaţiu; 2°, utilizînd formula lui Rodri- 
gues şi condiţia ca o suprafaţă riglată să fie desfășurabilăl. 


24. Curbele coordonate ale suprafeţei 


_ Blu) +34) 
U (u) + Vio) 


formează o rețea conjugată. 
Aceeaşi proprietate au curbele coordonate ale suprafeței 
La 


F = Alu —a)m(y — a)i + B(u — bt (v — b) j + C(u—c)m (v — c)" k, 
A, B, C, a, b, c fiind constante. 
25. Să se determine coeficienții ecuației Laplace 
| Fao = aF, + bf 
asociată unei suprafețe 
F = F (u,v), 


raportată la o rețea conjugată. 


R. a = | (GE, — FG,), b = -= (EG, — FE,), (A = EG —F32. 


L 
2A 

26. Curbele de contact ale conurilor circumscrise unei suprafețe S, cu 
vîrfurile pe o dreaptă fixă D, constituie, împreună cu secțiunile suprafeței 
prin plane care conțin dreapta D, o rețea conjugată (teorema lui Koenigs). 


27. Să se demonstreze teorema lui Joachimstahl utilizînd formula lui 
Rodrigues. 
Indicaţie. Se utilizează, de asemenea, formula 
| cos o = AA*, 
unde A și #* sînt versorii normalelor la suprafețele S și S*, în punctul 
curentM al curbei comune C, iar « este unghiul acestor normale. 


28. Tangentele unui fascicul regulat de geodezice ale unei suprafețe S 
constituie o congruență de normale. 


Indicaţie. Suprafaţa S trebuie considerată drept una din pînzele supra- 
feței focale. | 


1 Stabilită în cap. IV, § 17, 4. 
2 Dacă utilizăm simbolii lui Christoffel, avem 


4 2 
a=], 2|» »= |; al 
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29. Dacă, pe o suprafață, liniile de curbură aparţinînd unei familii sînt 
curbe plane, situate în plane care trec printr-o dreaptă D, liniile de curbură 
aparţinînd celeilalte familii sînt curbe sferice, situate pe sfere cu centrele 
pe dreapta D. Reciproc, dacă liniile de curbură aparţinînd unei familii sînt 
situate pe sfere cu centrele pe o dreaptă D, liniile de curbură paing 
celeilalte familii sînt situate în plane care trec prin D. 


30. Pentru ca o rețea conjugată să fie rețea Cebișevl, este necesar și sufi- 
cient ca rețeaua să fie situată pe o suprafață de translație. 


31. Pentru ca o suprafață 
F = F(u, v) 
să fie raportată la liniile de curbură, este necesar și suficient ca ecuația lui 
Laplace asociată 
Pus = aF, + DF, 
şi ecuația lui Laplace echivalentă 
Ou = a0, + d, 
să aibă respectiv soluțiile F şi F? (teorema lui Darbouz). 
32. Dacă normalele la o suprafață — în lungul unei curbe C — sînt 


paralele, punctele curbei C sînt puncte parabolice ale suprafeței. 

Indicaţie. Se anulează derivata versorului normalei la suprafață, în 
lungul curbei C, în raport cu arcul curbei, și se ține seamă de formulele 
lui Weingarten. 

33. Să se demonstreze că suma curburilor normale corespunzătoare la 
două tangente perpendiculare este constantă. 

34. Suma razelor de curbură normală într-un punct eliptic sau Wipes 
bolic al unei suprafețe, care corespund unei perechi de tangente conjugate, 
este constantă, iar produsul acestor raze de curbură este minim pentru tangen- 
tele principale. 

35. Curbura normală a unei traiectorii ortogonale a uneia din familiile 
de linii asimptotice ale unei suprafețe este egală cu dublul curburii medii 
a suprafeţei. 


Indicaţie. Suprafaţa fiind raportată la liniile de curbură, se obţine 
ecuaţia diferențială 
EN du? + @L dy? = 0 
"a traiectoriilor ortogonale ale liniilor asimptotice și se elimină du, dv între 
aceasta și formula care exprimă curbura normală. 


36. Discriminantul celei de-a doua forme fundamentale este media geo- 
metrică a discriminanţilor primei și celei de-a treia forme fundamentale. 


1 y. cap. V, exerciţiul 28. 
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37. O curbă C — aparţinînd unei suprafețe — și imaginea ei sferică C* 
au tangentele în puncte corespondente perpendiculare, dacă și numai dacă C 
este linie asimptotică. De asemenea, C și C* au tangentele în puncte corespon- 
dente paralele, dacă și numai dacă C este linie de curbură. 


Îndicaţie. Se are în vedere condiţia de conjugare di 5â = 0. 


38. Planele osculatoare ale unei linii de curbură și ale imaginii ei sferice, 
în puncte corespondente, sînt paralele. 


39. Pentru ca o suprafaţă să fie riglată, este necesar şi suficient ca ima- 
ginile sferice ale liniilor asimptotice aparţinînd unei familii să fie cercuri 
mari. l 


„40. Imaginile sferice ale liniilor asimptotice ale unei suprafețe minimale 
constituie un sistem izoterm. Aceeaşi proprietate au imaginile sferice ale 
liniilor de curbură ale unei suprafețe minimale. 


41. Să se arate că elicoidul generat de o tractrice, axa elicoidului fiind 
asimptota tractricei, este o suprafață pseudosferică (suprafața lui Dini). 


42. O suprafaţă se reprezintă conform pe sfera-unitate dacă și numai dacă 
suprafaţa este sferă sau o suprafaţă minimală (teorema lui Bonnet). 


43. Pentru ca suprafaţa Z generată de normalele unei suprafeţe S, 
în lungul unei curbe C, să admită curba C drept linie de stricțiune, este necesar 
şi suficient ca C să fie linie simptotică a suprafeţei S. 

Să se determine parametrul de distribuţie al suprafeţei 3. 

44. Să se demonstreze formula lui Enneper (87) cu ajutorul formulei lui 
Bonnet. 


Indicație. Se ține seamă că unghiurile tangentelor asimptotice cu tangenta 


E ORT, K e e. o I- A 
principală corespunzătoare curburii principale — sînt date de ecuaţia 
Pı 
tg? p =—”. 
P1 
45. Să se stabilească pentru curbura normală o formulă analoagă cu 


formula lui Bonnet, iar pentru torsiunea geodezică o formulă analoagă 
cu formula lui Euler. 
Indicație. Se raportează suprafaţa la liniile de torsiune. Se obțin formu- 


lele , 
1 ; 
AS H + [23] sin 9 cosgq, 
Pn Ti Ta 
2 in? 
„1. _ £9s CALL e 
Tg Ti Ta 


unde -+ ŞI A sînt torsiunile principale. 
Ti Ta ; 
46. Fie S şi S* două suprafețe paralele, la distanța l una de alta. 
Să se exprime curburile K* şi H* ale suprafeței S* cu ajutorul curburi- 
lor K şi H ale suprafeţei S. l l 
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== 


__Să se arate că, dacă S are curbura totală constantă pozitivă, egală 
cu — , suprafața paralelă pentru care l = a are curbura medie constantă, 


iar dacă S are curbura medie constantă, egală cu Z, pala paralelă 
a 
pentru care l = a are curbura totală constantă. 
47. Pentru suprafața cu metrica! 
du? + di? 
dè = 
fat fe +a | 


unde a este o constantă, curbura totală este egală cu a. 
48. Pentru suprafaţa cu metrica? 
du? + di? 
ds? == zic BL ? 
unde a este o constantă, curbura totală este constantă negativă, —a?. 


49. Unghiul tangentelor asimptotice — într-un punct hiperbolic al unei 
suprafețe — este dat de formula 
K 
2 = — — e 
igo = pi 
50. Într-un punct al unei suprafeţe se consideră m > 2 tangente, unghiul 


3 f să 27 
a două tangente consecutive (oarecare) fiind egal cu —. 
m 


Să se demonstreze că media aritmetică a curburilor normale corespunză- 
toare este egală cu curbura medie a suprafeţei. 

De asemenea, suma torsiunilor geodezice corespunzătoare celor m tangente 
este egală cu zero. 


Indicaţie. Se utilizează formula lui Euler și formula lui Bonnet sau 
formulele din problema 45. 


51. Dacă o suprafaţă este raportată la o reţea ortogonală, curburile 
T A | : A 
geodezice — ȘI z ale curbelor coordonate 7 = const. și u = const. sînt 


& 82 
date de formulele l 
Pa, Tea | o VEG 4 


52. Paralelii unei suprafețe de kaa au curbura geodezică constantă. 
Aceeaşi proprietate au curbele coordonate ale suprafeței a cărei metrică 
este l 
du? + dy? 


[Ulu) + Vi)” 


1 Aceasta este forma canonică dată de Riemann metricii unei aprak cu curbură 
(totală) constantă. 

2 Forma canonică dată de Beltrami pentru metrica unei supraleje cu curbură totală 
constantă negativă. 


ds? = 
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53. Dacă — pentru curbele uneia din familiile unei reţele izoterme — 
curbura geodezică este constantă, aceeași proprietate au și curbele celeilalte 
familii și metrica suprafeţei poate fi adusă la forma din problema prece- 
dentă. 


54. Dacă traiectoriile ortogonale ale unui fascicul de geodezice ale unei 
suprafețe au aceeaşi curbură geodezică, constantă nenulă, suprafața este 
izometrică cu o suprafață de rotație. 


55. Dacă cercurile geodezice de speța a doua! ale unei suprafețe S sînt 
totodată cercuri geodezice de prima speță, atunci curbura totală a suprafeței 
este constantă. l 


Indicație. Se raportează suprafaţa la un fascicul de geodezice drept 
curbe v = const. și la cercurile geodezice de speța a doua corespunzătoare 
drept curbe u = const. Metrica suprafeţei avînd forma geodezică și impunînd 
condiţia ca — în lungul unei curbe u = const. — curbura geodezică să fie 
constantă, rezultă că G este de forma ọ (u) ọ (v), încît, în lungul unei curbe 
u = const., curbura totală este constantă. 

Dacă M şi M’ sînt două puncte regulate ale suprafeței, suficient de 
apropiate, astfel încît două cercuri geodezice cu centrele în M și M’ se taie 
într-un punct regulat P, avem i 


Kyu = Kp, Ky: = Kp, 
Ky = Ky 


încît 


56. Evoluta unui elicoid este constituită din doi elicoizi cu aceeași axă 
şi același parametru ca și elicoidul dat. 


57. Să se demonstreze formula 
ta Vs VA Mut de A ea) 


Edu+Fdv Fdu+-Ga |’ 
Ldu + Mdv M du + N dv 


care exprimă unghiul unei tangente (du, dv), într-un punct al unei supra- 
feţe, cu tangenta conjugată (ču, àv). 
Să se deducă apoi formula 


unde Laj ÎL sînt curbura normală şi torsiunea geodezică corespunzătoare 
Pn, Tg 
tangentei (du, dv)?. x 
58. Fie C* imaginea sferică a unei curbe C situată pe suprafața S, M 


şi M* puncte corespondente (curente) ale celor două curbe, V unghiul tangen- 
telor în M şi M* la C şi C*, respectiv. 


1 v. a doua notă din p. 270. , E A 
2 Al. Myller, Scrieri matematice, Ed. Academiei R.P.R., 1959, p. 267. 
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Să se demonstreze formula 
p? 
te V=, 
x q2 
1 1 A 
unde — și — sînt curbura normală și torsiunea geodezică ale curbei C în M. 
Pn Tg 
Indicaţie. Se demonstrează întîi formulele 


A i: ; p? 
cos? V = ———— sin? V = —— 7. 
Phn t Ty Ph t Th 


Pentru a demonstra pe prima, se utilizează a treia formulă (94). 
59. Dacă o suprafață este raportată la liniile asimptotice, avem relațiile . 


2 
[log (— K) ly => z (FE, = EG,), 
[log (— K) } = $ (FG, — GE,), (A = EG — F’). 


Indicație. Se ţine seama că, dacă suprafaţa este raportată la liniile 
asimptotice, avem L = N = 0, deci 


K = — = — a i 
de unde se obține Ta. D, A 
1 hop K), = DA. 


Se utilizează apoi relaţia D’ = (F F Fus), sistemul de ecuaţii cu derivate 
parţiale din problema 22 și expresiile coeficienţilor a, b, a’, b' ai acestui sistem. 

60. Condiţia necesară şi suficientă ca liniile asimptotice ale unei supra- 
feţe să constituie o reţea Cebișev este ca suprafaţa să fie pseudosferică. 

6]. Se numește forma lui Ricci — a unei suprafeţe S — forma Kds?, 
unde K este curbura totală, iar ds? metrica suprafeţei. Să se determine con- 
diția pentru ca formele 
ei (du? + dv?), e“ (du? + dv?) 
să fie, respectiv, metrica și forma lui Ricci, ale unei suprafeţe. 


62. Dacă o suprafaţă este raportată la liniile de curbură, ecuaţiile lui 
Codazzi pot fi scrise sub forma 


1 1/1 1 

(Z) + (2 3) 0s 2n = 0, 
Pilo 2 \p P2 À 
1 1 i 

(Z), +35- oz, = 0. 
Pa Ju 2 lez P1 

63. Pentru o suprafață minimală, raportată la liniile de curbură; avem 
| L, = N, =0. 


Indicație. Se utilizează ecuațiile lui Codazzi. 


1 G. Vrănceanu, Asupra unei proprietăți a suprafeţelor, Gazeta Matematică 
şi Fizică, seria A, 1959, 3. 
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64. Să se arate că, dacă S este o suprafaţă definită de sistemul, 
Fuu af, + bFy, 
Fuv = a'Fy + bF, + hF, 
transformata S* a suprafeței S, în polaritatea în raport cu sfera cu centrul 
în origine și raza 1, este definită de sistemul 


Fuu = (a — 2b') Fh — dr, 


me” * * „* 
Pup = — Q'Fu — b'o + hi, 
= nat n LINE 
Foo = —a Fu + (b” —2a')F,, 


i a 8 n . K _ . K* . s PEE . 
şi că invarianţii — și — , ai celor două suprafeţe, verifică relaţia 
dt art i 


65. Să se arate că unghiul liniilor asimptotice printr-un punct, ale uneh 
suprafețe neolonome, este dat de formula 


K 

tgp = — ză 
iar unghiul liniilor de curbură de formula 
— Zi 

te2V — za 

Să se stabilească relaţiile 
o cosp __ cost 
H Tm i 

sin?o __sin2y 

K nO 


66. Congruenţele unei suprafețe neolonome, ortogonale față de congruen- 
tele de curbură, sînt date de ecuaţia 


Dads Duds" 
Ends” Eds" 


67. Suma curburilor normale a două curbe ortogonale printr-un punct, 
ale unei suprafețe neolonome, este egală cu dublul curburii medii, iar suma 
torsiunilor geodezice este egală cu dublul torsiunii medii. 

68. Diferența curburilor principale într-un punct al unei suprafețe neolo- 
nome este egală cu diferența torsiunilor principale. 


= Q0. 


69. Fiind dată o suprafață neolonomă, într-un punct se consi- 
9 “v. . .. 2 

deră m> 2 tangente, unghiul a două tangente consecutive fiind egal cu 2. 
3 m 


Să se demonstreze că media aritmetică a torsiunilor geodezice corespun- 
zătoare celor m tangente este egală cu torsiunea medie a suprafeței neolonome. 
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